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Wir verwenden den Ausdruck: “die Ubergénge sind durch

die Formel - - - -. bestimmt”. Wie wird er verwendet? —

Wir kénnen etwa davon reden, dafs Menschen durch Erziehung
(Abrichtung) dahingebracht werden, die Formel y = x2 so zu
verwenden, dafd Alle, wenn sie die gleiche Zahl fiir x einsetzen,
immer die gleiche Zahl fiir y herausrechnen. Oder wir kénnen
sagen: “Diese Menschen sind so abgerichtet, daf} sie alle auf
den Befehl ‘+3" auf der gleichen Stufe den gleichen Ubergang
machen.” Wir konnten dies so ausdriicken: “Der Befehl ‘43’ be-
stimmt fiir diese Menschen jeden Ubergang von einer Zahl zur
nichsten vollig.” (Im Gegensatz zu andern Menschen, die auf
diesen Befehl nicht wissen, was sie zu tun haben, oder die zwar
mit Sicherheit,[ - (vergl. 189)] aber ein jeder in anderer Weise,
auf ihn reagieren.) Wir konnen anderseits verschiedene Arten
von Formeln und zu ihnen gehorige verschiedene Arten der
Verwendung (verschiedene Arten der Abrichtung) einander
entgegensetzen. Wir nennen dann Formeln einer bestimmten
Art (und der dazugehorigen Verwendungsweise) “Formeln,
welche eine Zahl y fiir ein gegebenes x bestimmen”, und For-
meln anderer Art, solche, “die die Zahl y fiir ein gegebenes x
nicht bestimmen”. (y = x2 4+ 1 wire von der ersten Art, y > x? +
1,y =x24+1,y = x2+ z von der zweiten.) Der Satz “die Formel
*+++. bestimmt eine Zahl y” ist dann eine Aussage iiber die

Form der Formeln und es ist nun ein Satz: “Die Formel, die ich
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hingeschrieben habe, bestimmt y”, oder “Hier steht eine For-
mel, die y bestimmt”, zu unterscheiden von einem Satz wie:
“Die Formel y = x? bestimmt die Zahl y fiir ein gegebenes x”.
Die Frage “Steht dort eine Formel, die y bestimmt?” heifst dann
dasselbe wie: “Steht dort eine Formel dieser Art, oder jener
Art?”; was wir aber mit der Frage anfangen sollen: “Ist y = x2
eine Formel, die y fiir ein gegebenes x bestimmt?” — ist nicht
ohne weiteres klar. Diese Frage konnte man etwa an einen
Schiiler stellen, um zu priifen, ob er die Verwendung des Aus-
drucks “bestimmen” versteht; oder es konnte eine mathemati-
sche Aufgabe sein, zu berechnen, ob auf der rechten Seite der

Formel nur eine Variable steht, wie z.B. im Fall:
y=0C+2)?-z(2x2 + z).

“Wie die Formel gemeint wird, das bestimmt, welche
Uberginge zu machen sind.” Was ist das Kriterium dafiir, wie
die Formel gemeint ist? Doch wohl die Art und Weise, wie wir
sie standig gebrauchen, wie uns gelehrt wurde, sie zu gebrau-
chen. Wir sagen z.B. Einem, der ein uns unbekanntes Zeichen
gebraucht: “Wenn du mit “x~2” meinst x?, so erhéltst du diesen
Wert fiir y, wenn du damit /x meinst, jenen.” — Frage dich nun:
Wie macht man es, mit “x~2” das eine, oder das andere meinen?
So kann also das Meinen die Uberginge zum voraus bestim-

men.

Wie weifS ich, dafs ich im Verfolg der Reihe +2

schreiben muf

“20004, 20006”
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und nicht
“20004, 20008”? —

(Ahnlich ist die Frage: “Wie weif8 ich, dafl diese Farbe ‘rot’
ist?”) “Aber Du weifst doch z.B., dafs Du immer die gleiche Zah-
lenfolge in den Einern schreiben mufit: 2, 4, 6, 8,0, 2, 4, u.s.w.” -
Ganz richtig! das Problem mufs auch schon in dieser
Zahlenfolge, ja auch schon in der 2, 2, 2, 2, u.s.w. auftreten. —
Denn wie weifs ich, daf$ ich nach der 500sten “2” “2” schreiben
soll? daff ndmlich an dieser Stelle “2” ‘die gleiche Ziffer” ist?
Und wenn ich es zuvor weifs, was hilft mir dies Wissen fiir spa-
ter? Ich meine: wie weifs ich dann, wenn der Schritt wirklich zu
machen ist, was ich mit jenem fritheren Wissen anzufangen
habe? (Wenn zur Fortsetzung der Reihe +1 eine Intuition nétig

ist, dann auch zur Fortsetzung der Reihe +0.)

“Aber willst Du sagen, dafy der Ausdruck ‘+2” es fiir Dich zwei-
felhaft 14fst, was Du, nach 2004 z.B., schreiben sollst?” — Nein;
ich antworte ohne Bedenken: “2006”. Aber darum ist es ja tiber-
fliissig, dafd dariiber schon friither etwas bestimmt wurde. Dafs
ich keinen Zweifel habe, wenn die Frage an mich herantritt,
heifst eben nicht, dafd sie frither schon beantwortet worden war.
“Aber ich weifs doch auch, daf3, welche Zahl immer man mir
geben wird, ich die folgende gleich mit Sicherheit werde ange-
ben konnen.” — Ausgenommen ist doch gewifs der Fall, dafs ich
sterbe, ehe ich dazu komme, und viele andere Fille. Daf8 ich
aber so sicher bin, daf$ ich werde fortsetzen konnen, ist

natiirlich sehr wichtig. —
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“Worin liegt dann aber die eigentiimliche Unerbitt-
lichkeit der Mathematik?” — Ware fiir sie nicht ein gutes Bei-
spiel die Unerbittlichkeit, mit der auf eins zwei folgt, auf zwei
drei, usw.? — Das heifst doch wohl: in der Kardinalzahlenreihe
folgt, denn in einer andern Reihe folgt ja etwas anderes. Und ist
denn diese Reihe nicht eben durch diese Folge definiert? — “Soll
das also heifien, daf3 es gleich richtig ist, auf welche Weise
immer Einer zdhlt, und daf$ jeder zdhlen kann, wie er will?” —
Wir wiirden es wohl nicht “zdhlen” nennen, wenn jeder irgend-
wie Ziffern nacheinander aussprache; aber es ist freilich nicht
einfach eine Frage der Benennung. Denn das, was wir “zdhlen”
nennen, ist ja ein wichtiger Teil der Tatigkeiten unseres Lebens.
Das Zihlen, und Rechnen, ist doch — z.B. — nicht einfach ein
Zeitvertreib. Zdhlen (und das heifit: so zdhlen) ist eine Technik,
die tdglich in den mannigfachsten Verrichtungen unseres Le-
bens verwendet wird. Und darum lernen wir zdhlen, wie wir es
lernen: mit endlosem Uben, mit erbarmungsloser Genauigkeit;
darum wird unerbittlich darauf gedrungen, dafs wir Alle auf

s

“eins” “zwei”, auf “zwei” “drei” sagen, u.s.f. - “Aber ist dieses
Zidhlen also nur ein Gebrauch; entspricht dieser Folge nicht auch
eine Wahrheit?” Die Wahrheit ist, dafs das Zahlen sich bewihrt
hat. — “Willst du also sagen, daf8 ‘wahr-sein” heifdt: brauchbar
(oder niitzlich) sein?” — Nein; sondern, daff man von der natiir-
lichen Zahlenreihe — ebenso wie von unserer Sprache — nicht
sagen kann, sie sei wahr, sondern: sie sei brauchbar und, vor al-

lem, sie werde verwendet.
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“Aber folgt es nicht mit logischer Notwendigkeit, dafs
du Zwei erhiltst, wenn du zu eins eins zdhlst, und drei, wenn
du zu zwei eins zdhlst, u.s.f; und ist diese Unerbittlichkeit
nicht dieselbe, wie die des logischen Schlusses?” — Doch! sie ist
dieselbe. — “Aber entspricht denn der logische Schlufs nicht
einer Wahrheit? Ist es nicht wahr, dafs das aus diesem folgt?” —
Der Satz: “es ist wahr, daf§ das aus diesem folgt”, heifst einfach:
das folgt aus diesem. Und wie verwenden wir diesen Satz? —
Was wiirde denn geschehen, wenn wir anders schlossen — wie

wiirden wir mit der Wahrheit in Konflikt geraten?
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Wie wiirden wir mit der Wahrheit in Konflikt geraten, wenn
unsere Zollstiabe aus sehr weichem Gummi waéren, statt aus
Holz und Stahl? — “Nun, wir wiirden nicht das richtige Maf3
des Tisches kennen lernen.” — Du meinst, wir wiirden nicht,
oder nicht zuverldssig, die Mafizahl erhalten, die wir mit unsern
harten Maf3stiben erhalten. Der wére also im Unrecht, der den
Tisch mit dem dehnbaren Mafistab gemessen hitte und be-
hauptete, er méfie 1.80 m nach unserer gewohnlichen Mefiart;
sagt er aber, der Tisch mifst 1.80 m nach der seinen, so ist das
richtig. — “Aber das ist dann doch iiberhaupt kein Messen!” —
Es ist unserm Messen dhnlich & kann unter Umstdanden “prakti-
sche Zwecke’ erfiillen. (Ein Kaufmann konnte auf diese Weise
verschiedene Kunden verschieden behandeln.) Einen Mafistab,
der sich bei geringer Erwdrmung auflerordentlich stark aus-
dehnte, wiirden wir — unter gewohnlichen Umstdnden — des-
halb unbrauchbar nennen. Wir konnten uns aber Verhiltnisse
denken, in denen gerade dies das Erwiinschte wire. Ich stelle
mir vor, wir nehmen die Ausdehnung mit freiem Auge wahr;
und wir legen Kérpern in Riumen von ungleicher Temperatur
die gleiche Mafszahl der Lange bei, wenn sie auf dem Mafsstab,
der fiirs Auge bald langer bald kiirzer ist, gleich weit reichen.
Man kann dann sagen: Was hier “messen” und “Lange” und
“langengleich” heifst, ist etwas Anderes, als was wir so nennen.
Der Gebrauch dieser Worter ist hier ein anderer, als der unsere;
aber er ist mit ihm verwandt, und auch wir gebrauchen diese

Worter auf vielerlei Weise.
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(6. Man mufs sich klar machen, worin Schliefien eigent-
lich besteht. Man wird etwa sagen, es besteht im Ubergang von
einer Behauptung zu einer andern. Aber heifst das, daf$ Schlie-
f8en etwas ist, was stattfindet beim Ubergang von der einen zur
andern Behauptung, also ehe die andere ausgesprochen ist —
oder, dafd Schlieflen darin besteht, die eine Behauptung auf die
andere folgen zu lassen, d.h., z.B. nach ihr auszusprechen? Wir
stellen uns, verleitet durch die besondere Verwendung des Ver-
bums “schlieffen”, gern vor, das Schlieflen sei eine eigentiimli-
che Tatigkeit, ein Vorgang im Medium des Verstandes, gleich-
sam ein Brauen der Nebel, aus welchem dann die Folgerung
auftaucht. Sehen wir aber doch zu, was dabei geschieht! — Da
gibt es einen Ubergang von einem Satz zum andern auf dem
Weg {iiber andere Sitze, also durch eine Schlufskette, aber von
diesem brauchen wir nicht zu reden, da er ja eine andere Art
von Ubergang voraussetzt, namlich den von einem Glied der
Kette zum nédchsten. Es kann nun zwischen den Gliedern ein
Vorgang der Uberleitung stattfinden. An diesem Vorgang ist
nun nichts Okkultes; er ist ein Ableiten des einen Satzzeichens
aus dem andern nach einer Regel; ein Vergleichen der beiden
mit irgendeinem Paradigma, das uns das Schema des Uberg-
angs darstellt; oder dergleichen. Das kann auf dem Papier,
miindlich, oder ‘im Kopf’ vor sich gehen. — Der Schlufs kann
aber auch so gezogen werden, da8 der eine Satz, ohne Uberlei-
tung, nach dem andern ausgesprochen wird; oder die Uberlei-
tung besteht nur darin, daff wir “Also”, oder “Daraus folgt”
sagen, oder dergl. Man nennt es dann “Schlufs”, wenn der ge-

folgerte Satz sich tatsdchlich aus der Pramisse ableiten Lift.
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Was heifit es nun, dafd sich ein Satz aus einem
andern, vermittels einer Regel, ableiten ifit? Laft sich nicht al-
les aus allem vermittels irgend einer Regel —ja nach jeder Regel
mit entsprechender Deutung — ableiten? Was heifit es, wenn ich
z.B. sage: diese Zahl 143t sich durch die Multiplikation jener
beiden erhalten? Dies ist eine Regel, die sagt, dafy wir diese
Zahl erhalten miissen, wenn anders wir richtig multiplizieren;
und diese Regel konnen wir dadurch erhalten, dafs wir die bei-
den Zahlen multiplizieren, oder auch auf andere Weise (ob-
wohl man auch jeden Vorgang, der zu diesem Ergebnis fiihrt,
eine ‘Multiplikation” nennen konnte). Man sagt nun, ich habe
multipliziert, wenn ich die Multiplikation 265 x 463 ausgefiihrt
habe, aber auch, wenn ich sage: “4 mal 2 ist 8”, obwohl hier
kein Rechnungsvorgang zum Produkt gefiihrt hat (das ich aber
auch hitte ausrechnen koénnen). Und so sagen wir auch, es wer-

de ein Schluf$ gezogen, wo er nicht errechnet wird.

(8. Ich darf aber doch nur folgern, was wirklich folgt! —
Soll das heifien: nur das, was den Schlufiregeln gemafs folgt;
oder soll es heifien: nur das, was solchen Schlufiregeln gemafs
folgt, die irgendwie mit einer Realitdt iibereinstimmen? Hier
schwebt uns in vager Weise vor, dafs diese Realitdt etwas sehr
abstraktes, sehr allgemeines und sehr hartes ist. Die Logik ist
eine Art von Ultra-Physik, die Beschreibung des ‘logischen
Baus” der Welt, den wir durch eine Art von Ultra-Erfahrung
wahrnehmen (mit dem Verstande etwa). Es schweben uns hier
vielleicht Schliisse vor wie dieser: “Der Ofen raucht, also ist das
Ofenrohr wieder verlegt.” (Und so wird dieser Schluf} gezogen!
Nicht so: “Der Ofen raucht, und wenn immer der Ofen raucht,

ist das Ofenrohr verlegt; also - -+ -.”.)

11


file:///ts-222/#10.2+11.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/10.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/11.webp
file:///ts-222/#11.3+12.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/11.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/12.webp

(9. Was wir ‘logischer Schlufs” nennen, ist eine Transfor-
mation des Ausdrucks. Z.B. die Umrechnung von einem Maf
auf ein anderes. Auf der einen Kante eines MafSstabes sind Zoll
aufgetragen, auf der andern cm. Ich messe den Tisch in Zoll
und gehe dann auf dem Maf$stab zu cm tiber. — Und freilich gibt
es auch beim Ubergang von einem Mafl zum andern richtig
und falsch; aber mit welcher Realitdt stimmt hier das Richtige
tiberein? Wohl mit einer Abmachung, oder einem Gebrauch, und

etwa mit den praktischen Bediirfnissen.
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“Aber muf} denn nicht — z.B. — aus “(x).fx” “fa” fol-
gen, wenn “(x).fx” so gemeint ist, wie wir es meinen?” — Und
wie dufsert es sich, wie wir es meinen? Nicht durch die stindige
Praxis seines Gebrauchs? und etwa noch durch gewisse Gesten
- und was dem &hnlich ist. — — Es ist aber, als hinge dem Wort
“alle”, wenn wir es sagen, noch etwas an, womit ein anderer
Gebrauch unvereinbar wire; namlich die Bedeutung. “’Alle’
heifit doch: alle!” mochten wir sagen, wenn wir sie erkldren
sollen; und dabei machen wir eine gewisse Geste und Miene.
Hacke alle diese Baume um! — — Ja, verstehst Du nicht, was
‘alle” heifst? (Er hatte einen stehen lassen.) Wie hat er gelernt,
was “alle’ heifit? Doch wohl durch Ubung. — Und freilich diese
Ubung hat nun nicht nur bewirkt, daf$ er auf den Befehl das tut,
— sondern sie hat das Wort mit einer Menge von Bildern (visu-
ellen und andern) umgeben, von denen das eine oder das an-
dere auftaucht, wenn wir das Wort horen und aussprechen.
(Und wenn wir Rechenschaft dariiber geben sollen, was die
‘Bedeutung’ des Wortes ist, greifen wir zuerst ein Bild aus die-
ser Masse heraus — und verwerfen es dann wieder als unwe-
sentlich, wenn wir sehen, dafs einmal dies, einmal jenes auftritt,
und manchmal keines.) Man lernt die Bedeutung von “alle” in-
dem man lernt, da8 aus “(x).fx” “fa” folgt. — Die Ubungen, die
den Gebrauch dieses Wortes einiiben, seine Bedeutung lehren,

zielen immer dahin, daf eine Ausnahme nicht gemacht werden
darf.
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Wie lernen wir denn Schliefsen? Oder lernen wir es
nicht —? Weif$ das Kind, dafl aus der doppelten Verneinung die
Bejahung folgt? — Und wie iiberzeugt man es davon? Wohl da-
durch, dafl man ihm einen Vorgang zeigt (eine doppelte Um-
kehrung, zweimalige Drehung um 180, u. dergl.) den es nun
als Bild der Verneinung annimmt. Und man macht den Sinn
von “(x).fx” klar, indem man darauf dringt, daf$ aus ihm “fa”

folgt.

207 “Aus “alle’, wenn es so gemeint ist, mufi doch das folgen.” —
Wenn es wie gemeint ist? Uberlege es Dir, wie meinst Du es? Da
schwebt Dir etwa noch ein Bild vor — und mehr hast Du nicht. —
Nein, es mufi nicht — aber es folgt: Wir vollziehen diesen
Ubergang. Und wir sagen: Wenn das nicht folgt, dann waren es
eben nicht alle! - — und das zeigt nur, wie wir mit Worten in so

einer Situation reagieren. —

Es kommt uns vor, dafi, auler dem Gebrauch des
Wortes “alle” noch etwas anderes sich gedndert haben muf3,
wenn aus “(x).fx” nicht mehr “fa” folgen soll; etwas, was dem
Wort selbst anhdngt. Ist das nicht dhnlich, wie wenn man sagt:
“Wenn dieser Mensch anders handelte, dann miifste auch sein
Charakter ein anderer sein.” Nun das kann in manchen Féllen
etwas heiflen und in manchen nicht. Wir sagen: “aus dem Cha-
rakter fliefit die Handlungsweise”, und so fliefst aus der Bedeu-
tung der Gebrauch. [ - Siehe Bemerkung ‘die Medizin hilft’]
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Das zeigt Dir — konnte man sagen — wie fest verbun-
den gewisse Gesten, Bilder, Reaktionen, mit einem stiandig ge-
tibten Gebrauch sind. ‘Es drdngt sich uns das Bild auf - ---.". Es
ist sehr interessant, dafs sich Bilder uns aufdringen. Und wére
das nicht, wie konnte ein Satz wie der “What’s done cannot be

undone” uns etwas sagen.

210 Wichtig ist, dafd in unserer Sprache — in unserer natiirlichen
Sprache — ‘alle” ein Grundbegriff ist und ‘alle aufler einem’
weniger fundamental; d.h., es gibt dafiir nicht ein Wort, auch

nicht eine charakteristische Geste.

Der Witz des Wortes “alle” ist ja, dafs es keine Aus-
nahme zuldf8t. — Ja, das ist der Witz seiner Verwendung in un-
serer Sprache; aber welche Verwendungsarten wir als ‘Witz’
empfinden, das hdngt damit zusammen, welche Rolle diese
Verwendung in unserm ganzen Leben spielt. [ Siehe =, ¢,
ist. |
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Auf die Frage, worin denn das Schliefien besteht,
horen wir etwa: “Wenn ich die Wahrheit der Satze - ----- er-
kannt habe, so bin ich nun berechtigt, - - -- hinzuschreiben.”
— Inwiefern berechtigt? Hatte ich friiher kein Recht, es hinzu-
schreiben? — — “Jene Sétze tiberzeugen mich von der Wahrheit
dieses Satzes.” Aber darum handelt sich’s nattirlich auch nicht.
— — “Nach diesen Gesetzen vollfiihrt der Geist die besondere
Tatigkeit des logischen SchliefSens.” Das ist gewifs interessant
und wichtig; aber ist es denn auch wahr? schliefit er immer
nach diesen Gesetzen? Und worin besteht die besondere Tatig-
keit des Schlieflens? — — Darum ist es notwendig, zu schauen,
wie wir denn in der Praxis der Sprache Schliisse vollziehen;
was denn das Schlieffen im Sprachspiel fiir ein Vorgang ist.
Z.B.: In einer Vorschrift steht: “Alle, die tiber 1.80 m hoch sind,
sind in die * - - . Abteilung aufzunehmen.” Ein Kanzlist verliest
die Namen der Leute, dazu ihre Hohe. Ein anderer teilt sie den
und den Abteilungen zu. — N.N., 1.90 m. — “Also N.N. in die
-+« +. Abteilung.” Das ist Schliefien.

Was nennen wir, nun, ‘Schliisse’” bei Russell, oder
bei Euklid? Soll ich sagen: die Ubergénge von einem Satz zum
nichsten im Beweis? Aber wo steht der Ubergang? — Ich sage,
bei Russell folge ein Satz aus einem andern, wenn jener aus
diesem gemaf3 der Stellung der beiden in einem Beweise, und
den ihnen beigefiigten Zeichen, abzuleiten ist, — wenn wir das
Buch lesen. Denn, dieses Buch zu lesen ist ein Spiel, welches

gelernt sein will.
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Oberflichen-Verwendung & Verwendung im
Sprachspiel. Man ist sich oft im Unklaren, worin das Folgen
und Folgern eigentlich besteht; was fiir ein Sachverhalt, und
Vorgang, es ist. Die eigentiimliche Verwendung dieser Verben
legt uns nahe, daf3 Folgen das Bestehen einer Verbindung zwi-
schen Sitzen ist, der wir beim Folgern nachgehen. Dies zeigt
sich sehr lehrreich in Russell’s Darstellung (‘Principia Mathe-
matica’). Daf$ ein Satz Fq aus einem Satz F=pDq.p folgt, ist hier

ein logisches Grundgesetz:

FpDq.p.D.Fq

Dieses berechtige uns nun, heifit es, -q aus —pDq.p zu schlie-
en. Aber worin besteht denn “schlieSen’, die Prozedur, zu der
wir berechtigt werden? Doch darin, den einen Satz — in irgend-
einem Sprachspiel — nach dem andern als Behauptung auszu-
sprechen, anzuschreiben, und dergl.; und wie kann mich jenes

Grundgesetz dazu berechtigen?
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Russell will doch sagen: “So werde ich schlieflen und so
ist es richtig.” Er will uns also einmal mitteilen, wie er schliefSen
will: das geschieht durch eine Regel des Schlieflens. Wie lautet
sie? Dafs dieser Satz jenen impliziert? — — — Doch wohl, dafs in
den Beweisen dieses Buchs ein solcher Satz nach einem solchen
stehen soll. — Aber es soll ja ein logisches Grundgesetz sein, daf3
es richtig ist, so zu schlieflen! — Dann miifste das Grundgesetz
lauten: “Es ist richtig vom ----. auf ----. zu schlieffen”; und
dieses Grundgesetz sollte nun wohl einleuchten — — aber dann
wird uns eben die Regel selbst als richtig, oder berechtigt, ein-
leuchten. “Aber diese Regel handelt doch von Sitzen in einem
Buch, und das gehort doch nicht in die Logik!” — Ganz richtig;
die Regel ist wirklich nur eine Mitteilung, dafs in diesem Buche
nur dieser Ubergang von einem Satz zum andern gebraucht
wird (gleichsam eine Mitteilung aus dem Index) denn die
Richtigkeit des Ubergangs muf8 an Ort und Stelle einleuchten;
und der Ausdruck des ‘logischen Grundgesetzes’ ist dann die

Folge der Siitze selbst.

Russell scheint mit jenem Grundgesetz von einem
Satz zu sagen: “Er folgt schon — ich brauche ihn nur noch zu
folgern.” So heifit es einmal bei Frege, die Gerade, welche je
zwei Punkte verbindet, sei eigentlich schon da, ehe wir sie
z6gen und so ist es auch, wenn wir sagen, die Uberginge der
Reihe +2 etwa, wiren eigentlich bereits gemacht, ehe wir sie

miindlich oder schriftlich machen, — gleichsam nachzogen.
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Einem, der dies sagt, konnte man antworten: Du
verwendest hier ein Bild. Man kann die Ubergéinge, die Einer in
einer Reihe machen soll, dadurch bestimmen, dafs man sie ihm
vormacht. Indem man z.B. die Reihe, die er schreiben soll, in
einer anderen Notation hinschreibt, dafd er sie nur noch zu
tibertragen hat, oder indem man sie wirklich ganz diinn vor-
schreibt und er hat sie nachzuziehen. Im ersten Fall konnen wir
auch sagen, wir schreiben nicht die Reihe an, die er zu schrei-
ben hat, machen also die Uberginge dieser Reihe selbst nicht;
im zweiten Falle aber werden wir gewifs sagen, die Reihe, die er
schreiben soll, sei schon vorhanden. Wir wiirden dies auch
sagen, wenn wir ihm, was er hinzuschreiben hat, diktieren, ob-
wohl wir dann eine Reihe von Lauten hervorbringen und er
eine Reihe von Schriftzeichen. Es ist jedenfalls eine sichere Art,
die Ubergéinge, die Einer zu machen hat, zu bestimmen, sie ihm,
in irgendeinem Sinne, schon vorzumachen. — Wenn wir daher
diese Ubergénge in einem ganz andern Sinne bestimmen, in-
dem wir ndmlich unsern Schiiler einer Abrichtung unterziehen,
wie z.B. unsere Kinder sie im Einmaleins und im Multiplizie-
ren erhalten, so ndmlich, daf8 Alle, die so abgerichtet sind, nun
beliebige Multiplikationen, die sie nicht in ihrer Lehrzeit
gemacht haben, auf die gleiche Weise und mit iibereinstimmen-
den Resultaten ausfiihren — wenn also die Ubergéinge, die Einer
auf den Befehl +2 zu machen hat, durch Abrichtung so be-
stimmt sind, daf8 wir mit Sicherheit voraussagen konnen, wie
er gehen wird, auch wenn er diesen Ubergang bis jetzt noch nie
gemacht hat, — dann kann es uns nattirlich sein, als Bild dieses
Sachverhalts den zu gebrauchen: die Ubergénge seien bereits

alle gemacht, er schriebe sie nur noch hin. [ Von der Auffassung
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der Moglichkeit als Schatten der Wirklichkeit wird oft zu reden

sein. |

“Aber wir folgern doch diesen Satz aus jenem, weil
er tatsdchlich folgt! Wir tiberzeugen uns doch, dafs er folgt.”
Wir tiberzeugen uns, daf}, was hier steht, aus dem folgt, was
dort steht. Und dieser Satz ist zeitlich gebraucht.

[— Siehe S. 171/252] Trenne die Gefiihle (Gebr-
den) der Ubereinstimmung, von dem, was Du mit dem Bewei-

se machst! Bezieht es sich auf [ > 172: Wer so rechnet]?

Wie ist es aber, wenn ich mich davon iiberzeuge,
dafl das Schema dieser Striche | | || |

(a

gleichzahlig ist dem Schema dieser Eckpunkte:

(b

(ich habe die Schemata absichtlich einprdgsam gemacht),

indem ich zuordne:
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(c

Nun, wovon iiberzeuge ich mich denn, wenn ich diese Figur

ansehe? Ich sehe einen Stern mit fadenférmigen Fortsédtzen. —

Aber ich kann von der Figur so Gebrauch machen:
Fiinf Leute stehen im Fiinfeck aufgestellt; an der Wand stehen
Stdbe, wie die Striche in (a); ich sehe auf die Figur (c¢) und
sage: “ich kann jedem der Leute einen Stab geben.” Ich kénnte
die Figur (c) als schematisches Bild davon auffassen, daf ich

den fiinf Leuten je einen Stab gebe.

Wenn ich ndmlich erst ein beliebiges Vieleck zeichne

und dann eine beliebige Reihe von Strichen
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so kann ich nun durch Zuordnung herausfinden, ob ich oben
soviele Ecken habe, wie unten Striche. (Ich weif3 nicht, was her-
auskommen wiirde.) Und so kann ich auch sagen, ich habe
mich durch das Ziehen der Projektionslinien davon tiberzeugt,
dafs am oberen Ende der Figur (c) soviele Striche stehen, wie
der Stern unten Ecken hat. (Zeitlich!) In dieser Auffassung
gleicht die Figur nicht einem mathematischen Beweise (so we-
nig, wie es ein mathematischer Beweis ist, wenn ich einer
Gruppe von Leuten einen Sack Apfel austeile und finde, daf
Jeder gerade einen Apfel kriegen kann). Ich kann die Figur (c)
aber als mathematischen Beweis auffassen. Geben wir den Ge-
stalten der Schemata (a) und (b) Namen! Die Gestalt a heifde
“Hand”, H., die Gestalt b “Drudenfufs”, D. Ich habe bewiesen,
dafs H. soviel Striche hat, wie D. Ecken. Und dieser Satz ist

wieder unzeitlich.
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Ein Beweis — kann ich sagen — ist eine Figur, an de-
ren einem Ende gewisse Sdtze stehen und an derem andern
Ende ein Satz stehe (den wir den ‘bewiesenen” nennen). Man
kann als Beschreibung so einer Figur sagen: in ihr folge der
Satz ----. aus ‘- .. Das ist eine Form der Beschreibung eines
Musters, das z.B. auch ein Ornament (Tapetenmuster) sein
konnte. Ich kann also sagen: “In dem Beweise, welcher auf
jener Tafel steht, folgt der Satz p aus q und r”, und das ist
einfach eine Beschreibung dessen, was dort zu sehen ist. Es ist
aber nicht der mathematische Satz, daff p aus q und r folgt.
Dieser hat eine andere Anwendung. Er sagt — so kénnte man es
ausdriicken — daf3 es Sinn hat, von einem Beweise (Muster) zu
reden, in welchem p aus q und r folgt. Wie man sagen kann,
der Satz “weif3 ist heller als schwarz” sage aus, es habe Sinn,
von zwei Gegenstidnden zu reden, von denen der hellere weif3,
der andere schwarz sei, aber nicht von zwei Gegenstdanden, von

denen der hellere schwarz, der andere weifs sei.

Denken wir uns, wir hdtten das Paradigma fiir “hel-

7

ler” und “dunkler” in Form eines weiflen und schwarzen
Flecks gegeben, und nun leiten wir mit seiner Hilfe sozusagen

ab: dafd Rot dunkler ist als Weifs.

Der durch (c) bewiesene Satz dient nun als neue
Vorschrift zum Konstatieren der Gleichzahligkeit: Hat man
eine Menge von Gegenstanden in Form der Hand angeordnet
und eine andere als die Ecken eines Drudenfufies, so sagen wir,

die beiden Mengen seien gleichzahlig.
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“Aber ist das nicht blof3, weil wir H. und D. schon
einmal zugeordnet haben und gesehen, daf sie gleichzahlig
sind?” — Ja aber, wenn sie es in einem Fall waren — wie weifs ich,
dafs sie es jetzt wieder sein werden? — “Weil es eben im Wesen
der H. und des D. liegt, dafé sie gleichzahlig sind.” — Aber wie
konntest Du das durch die Zuordnung herausbringen? (Ich
dachte, die Zdhlung, oder Zuordnung ergibt nur, dafs diese bei-
den Gruppen, die ich jetzt vor mir habe, gleichzahlig — oder un-
gleichzahlig — sind.) — “Aber wenn er nun eine H. von Dingen
hat und einen D. von Dingen und er ordnet sie nun tatsdchlich
einander zu, so ist es doch nicht mdglich, daf$ er etwas anderes
erhdlt, als dafs sie gleichzahlig sind. — Und, dafs es nicht
moglich ist, das sehe ich doch aus dem Beweis.” — Aber ist es
denn nicht moglich? Wenn er z.B. — wie ein Anderer sagen
konnte — eine der Zuordnungslinien zu ziehen iibersieht. Aber
ich gebe zu, daf$ er in der ungeheuern Mehrzahl der Fille im-
mer das gleiche Resultat erhalten wird und, erhielte er es nicht,
sich fiir irgendwie gestort halten wiirde. Und wiére es nicht so,
so wiirde dem ganzen Beweis der Boden entzogen. Wir ent-
scheiden uns ndmlich, das Beweisbild statt einer Zuordnung
der Gruppen zu gebrauchen; wir ordnen sie nicht zu, sondern
vergleichen statt dessen die Gruppen mit denen des Beweises
(in welchem allerdings zwei Gruppen einander zugeordnet

sind). (Wie wir uns entscheiden ...

Induktionsbeweis
1 :3=0.3
1
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Dreieck im euklidischen Beweis.

Ich koénnte als Resultat des Beweises auch sagen:
“Eine H. und ein D. heiflen von nun an ‘gleichzahlig’”. Oder:
Der Beweis erforscht nicht das Wesen der beiden Figuren, aber
er spricht aus, was ich von nun an zum Wesen der Figuren
rechnen werde. — — Was zum Wesen gehort, lege ich unter den
Paradigmen der Sprache nieder. Man kénnte sich in Greenwich
eine mathem. Bibliothek denken. Der Mathematiker erzeugt

Wesen.

Wenn ich sage: “Dieser Satz folgt aus jenem”, so ist
das die Anerkennung einer Regel. Sie geschieht auf Grund des
Beweises. D.h., ich lasse mir diese Kette (diese Figur) als Beweis
gefallen. — — “Aber konnte ich denn anders? Muf§ ich mir sie
nicht gefallen lassen?” — Warum sagst Du, Du miifitest? Doch
darum, weil Du am Schlusse des Beweises etwa sagst: “Ja —ich
mufs diesen Schlufs anerkennen.” Aber das ist doch nur der
Ausdruck Deiner unbedingten Anerkennung. — D.h., glaube
ich: die Worte “Das mufs ich zugeben” werden in zweierlei Fal-
len gebraucht: wenn wir einen Beweis erhalten haben — aber
auch in Bezug auf den einzelnen Schritt selber des Beweises.
[— (Siehe S.173)]

Und worin dufiert es sich denn, daff der Beweis
mich zwingt? Doch darin, daf8 ich so und so darauf vorgehe,
dafs ich mich weigere, einen anderen Weg zu gehen. Als letztes
Argument, gegen Einen, der so nicht gehen wollte, wiirde ich
nur noch sagen: “Ja siehst Du denn nicht -+ - -+ !” —und das ist

doch kein Argument.
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“Aber, wenn Du recht hast, wie kommt es dann,
daf sich alle Menschen (oder doch alle normalen Menschen)
diese Figuren als Beweise dieser Sitze gefallen lassen?” - Ja, es

besteht eine grofe — und interessante — Ubereinstimmung.

Denk’” Dir, Du hittest eine Reihe von Kugeln vor
Dir; Du numerierst sie mit arabischen Ziffern und es geht von 1
bis 100; dann machst Du nach je 10 einen grofiern Abstand; in
jedem Reihenstiick von je 10 einen etwas kleineren Abstand in
der Mitte, zwischen 5 und 5 — so werden die 10 {ibersichtlich;
nun nimmst Du die Zehnerstiicke und legst sie untereinander
und machst in der Mitte der Kolonne einen etwas grofseren Ab-
stand, also zwischen fiinf Reihen und fiinf Reihen; nun nume-
rierst Du die Reihen von 1 bis 10. — Du hast, gleichsam, mit den
Kugeln exzerpiert. Ich kann sagen, ich habe Eigenschaften der
hundert Kugeln entfaltet. — Nun aber denk’ Dir, dafi dieser
ganze Vorgang, dies Experiment mit den hundert Kugeln, ge-
filmt wurde. Ich sehe nun auf der Leinwand doch nicht ein Ex-
periment, das Bild eines Experiments ist doch nicht selbst ein
Experiment. — Aber das ‘mathematisch Wesentliche’ sehe ich
nun auch in der Projektion! Denn es erscheinen da zuerst 100
Flecke, dann werden sie in Zehnerstiicke eingeteilt, usw. usw.
Ich konnte also sagen: der Beweis dient mir nicht als Experi-

ment, wohl aber als Bild eines Experiments.
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Lege 2 Apfel auf die leere Tischplatte, schau daf3
niemand in ihre Ndhe kommt und der Tisch nicht erschiittert
wird; nun lege noch 2 Apfel auf die Tischplatte; nun zéhle die
Apfel, die da liegen. Du hast ein Experiment gemacht; das Er-
gebnis der Zihlung ist wahrscheinlich 4. (Wir wiirden das Er-
gebnis x so darstellen: wenn man unter den und den Umstan-
den erst 2 dann noch 2 Apfel auf einen Tisch legt, verschwindet
zumeist keiner, noch kommt einer dazu.) Und analoge Experi-
mente kann man, mit dem gleichen Ergebnis, mit allerlei festen
Koérpern ausfiihren. — So lernen ja die Kinder bei uns rechnen,
denn man 14t sie 3 Bohnen hinlegen und noch 3 Bohnen und
dann zdhlen, was da liegt. Kdme dabei einmal 5, einmal 7
heraus (weil, wie wir jetzt sagen wiirden, einmal von selbst eine
dazu, einmal eine weg kdme), so wiirden wir zunédchst Bohnen
als fiir den Rechenunterricht ungeeignet erkldren. Geschidhe
das Gleiche aber mit Stdben, Fingern, Strichen und den meisten
andern Dingen, so hitte das Rechnen damit ein Ende. “Aber
wdre dann nicht doch noch 2 + 2 = 2?” — Dieses Sdatzchen wére

damit unbrauchbar geworden. —

“Du brauchst ja nur auf die Figur

zu sehen, um zu sehen, dafs 2 + 2 = 4 ist.” — Dann brauche ich

nur auf die Figur
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&\

zu schauen, um zu sehen, dafs 2 + 2 + 2 = 4 ist.
[— Siehe S. 173/257]

Wovon {iiberzeuge ich Einen, der jene Abbildung im
Film des Versuchs mit den hundert Kugeln verfolgt? Man
konnte sagen: davon, daf$ sich dies so zugetragen hat. — Aber
das wire keine mathematische Uberzeugung. — — Aber kann
ich denn nicht sagen: ich prige ihm einen Vorgang ein? Dieser
Vorgang ist die Umgruppierung einer Reihe von 100 Dingen in
10 Reihen zu 10. Und dieser Vorgang ist tatsichlich immer wie-
der leicht durchzufithren. Und davon kann er mit Recht

tiberzeugt sein.
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Und so pragt der Beweis (238) durch Ziehen der
Projektionslinien einen Vorgang ein, den der eins-zu-eins
Zuordnung der H. und des D.— “Aber iiberzeugt er mich nicht
auch davon, dafi diese Zuordnung mdglich ist?” — heifdt hier
“diese Zuordnung” die der Figuren des Beweises selbst? Es
kann nicht etwas zugleich Maf§ & gemessen sein. Wenn das
heiflen soll: dafd Du sie immer ausfithren kannst —, so mufS das
durchaus nicht wahr sein. Aber das Ziehen der Projektionslini-
en iiberzeugt uns davon, dafd oben soviele Striche sind, wie
unten Ecken; und es liefert eine Vorlage, um danach solche
Figuren einander zuzuordnen. — “Aber zeigt die Vorlage da-
durch nicht, dafS es geht? nicht dafs es diesmal ging! Im dem
Sinne, in welchem es nicht ginge, wenn oben statt | | | | |
die Figur | | | | | | stiinde” — Wieso? geht es denn da
nicht? So z.B.:

Diese Figur konnte doch auch als Beweis fiir etwas angewandt
werden! Und zwar um zu zeigen dafs man Gruppen dieser For-
men nicht 1-1 zuordnen kann. Eine 1-1 Zuordnung ist hier un-
moglich heifdt etwa: die Figur — — —, die Figur - - - & 1-1 Zu-
ordnung passen nicht zusammen. “So hab’ ich’s nicht ge-

meint!” — Dann zeig’ mir, wie Du’s meinst, und ich werde es
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machen. Ich werde etwa auf die Figur hier eine Zuordnung zu
machen versuchen, aber nicht die andere & werde sagen jene
sei nicht moglich. Aber kann ich denn nicht sagen, die Figur
zeige, wie eine solche Zuordnung moglich ist — und mufs sie

darum nicht auch zeigen, daf$ sie moglich ist? —

Was war denn damals der Sinn davon, dafs wir vor-
schlugen, den Formen der 5 parallelen Striche und des Fiinf-
ecksterns Namen beizulegen? Was ist damit geschehen, daf3 sie
Namen erhalten haben? Es wird dadurch etwas iiber die Art
des Gebrauchs dieser Figuren angedeutet. Namlich — daff man
sie auf einen Blick als die und die erkennt; man zihlt dazu
nicht ihre Striche oder Ecken; sie sind fiir uns Gestalttypen, wie
Messer und Gabel, die Buchstaben und Ziffern. Ich kann also
auf den Befehl: “Zeichne eine H.” (z.B.) diese Form unmittel-
bar wiedergeben. — Nun lehrt mich der Beweis eine Zuordnung
der beiden Formen. (Ich méchte sagen, es seien in dem Beweis
nicht blofs diese individuellen Figuren zugeordnet, sondern die
Formen selbst; aber das heifst doch nur, daf$ ich mir jene Formen
gut einprdge. ) Kann ich nun, wenn ich die Formen H. und D.
einander so zuordnen will, nicht in Schwierigkeiten geraten —
indem etwa eine Ecke unten zuviel, oder oben ein Strich zuviel
ist? — “Aber doch nicht, wenn Du wirklich wieder H. und D. ge-
zeichnet hast! — Und das lafst sich ja beweisen; sieh diese Figur

an!”
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— Diese Figur lehrt mich eine neue Art der Kontrolle dafiir, daf8
ich wirklich die gleichen Figuren hingezeichnet habe; aber
kann ich, wenn ich mich nun nach dieser Vorlage richten will,
nicht dennoch in Schwierigkeiten geraten? Ich sage aber, ich
bin sicher, dafs ich normalerweise in keine Schwierigkeiten

kommen werde.

Es gibt ein Geduldspiel, das darin besteht, eine be-
stimmte Figur, z.B. ein Rechteck, aus gegebenen Stiicken zu-
sammenzusetzen. Die Teilung der Figur ist eine solche, daf3 es
uns schwer wird, die richtige Zusammenstellung der Teile zu

finden. Sie sei etwa diese
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Was findet der, dem die Zusammensetzung gelingt? — Er findet:
eine Lage — an welche er frither nicht gedacht hat. — Gut; aber
kann man also nicht sagen: er iiberzeugt sich davon, dafl man
diese Dreiecke so zusammensetzen kann? — Aber diese Dreie-
cke: sind es die, welche oben im Rechteck liegen, oder sind es

Dreiecke, die erst so zusammengesetzt werden sollen?

Wer sagt: “Ich hitte nicht geglaubt, dafl man diese
Figuren so zusammensetzen kann”, dem kann man doch nicht,
auf das zusammengesetzte Geduldspiel zeigend, sagen: “So,
Du hast nicht geglaubt, dafl man die Stiicke so zusammenset-
zen kann?” — Er wiirde antworten: “Ich meine, ich habe an

diese Art der Zusammensetzung garnicht gedacht.”

Denken wir uns die physikalischen Eigenschaften
der Teile des Geduldspiels so, dafs sie in die gesuchte Lage
nicht kommen konnen. Aber nicht, dafl man einen Widerstand
empfindet, wenn man sie in diese Lage bringen will, sondern
man macht einfach alle andern Versuche, nur den nicht, und die
Stiicke kommen auch durch Zufall nicht in diese Lage. Es ist
gleichsam diese Lage aus dem Raum ausgeschlossen. Als wire
hier ein ‘blinder Fleck’, etwa in unserem Gehirn. — Und ist es
denn nicht so, wenn ich glaube, alle mdglichen Stellungen ver-
sucht zu haben und an dieser, wie durch Verhexung, immer
vorbeigegangen bin. Kann man nicht sagen: die Figur, die uns
die Losung zeigt, beseitigt eine Blindheit; oder auch, sie andert
Deine Geometrie? Sie zeigt Dir gleichsam eine neue Dimension
des Raumes. (Wie wenn man einer Fliege den Weg aus dem

Fliegenglas zeigte.)
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Ein Wesen hat diese Lage mit einem Bann umzogen

und aus unserm Raum ausgeschlossen.

Die neue Lage ist wie aus dem Nichts entstanden.

Dort, wo friither nichts war, dort ist jetzt auf einmal etwas.

Inwiefern hat Dich denn die Lésung davon iiber-
zeugt, daf man dies und dies kann? — Du konntest es ja friiher

nicht — und jetzt kannst Du es etwa. —

Ich sagte, “ich lasse mir das und das als Beweis eines
Satzes gefallen” — aber kann ich mir die Figur, die die Stiicke
des Geduldspiels zusammengefiigt zeigt, nicht als Beweis dafiir
gefallen lassen, dafl man jene Stiicke zu diesem Umrifs

zusammensetzen kann?

Aber denk nun, eines der Stiicke liege so, dafs es das
Spiegelbild des entsprechenden Teils der Vorlage ist. Er will nun
die Figur nach der Vorlage zusammensetzen, sieht, es mufs ge-
hen, kommt aber nicht auf den Einfall, das Stiick umzuwenden

und findet, dafs ihm das Zusammensetzen nicht gelingt.

Man kann ein Rechteck aus zwei Parallelogrammen

und zwei Dreiecken zusammensetzen. Beweis:

/
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Ein Kind wiirde die Zusammensetzung eines Rechtecks aus
diesen Bestandteilen schwer treffen und davon {iberrascht sein,
daf3 zwei Seiten der Parallelogramme in eine gerade Linie fal-
len, wo doch die Parallelogramme schief sind. — Es konnte ihm
vorkommen, dafs das Rechteck gleichsam durch Zauberei aus
diesen Figuren wird. Ja, es mufs zugeben, dafl sie nun ein
Rechteck bilden, aber durch einen Trick, durch eine vertrackte
Stellung, auf unnatiirliche Weise. Ich kann mir denken, dafs das
Kind, wenn es die beiden Parallelogramme in der Weise zusam-
mengelegt hat, seinen Augen nicht traut, wenn es sieht, dafs sie
so zusammenpassen. ‘Sie sehen nicht aus als ob sie so
zusammenpafiten.” Und ich kénnte mir denken, dafs man sagte:
Es erscheint uns nur durch ein Blendwerk, als gédben sie das
Rechteck — in Wirklichkeit haben sie ihre Natur verandert, sie

sind nicht mehr die Parallelogramme.

“Du gibst das zu — dann mufst Du das zugeben.” — Er
muf$ es zugeben — und dabei ist es moglich, dafs er es nicht
zugibt! Du willst sagen: “Wenn er denkt, muf3 er es zugeben.”
“Ich werde Dir zeigen, warum Du es zugeben mufit. - Ich
werde Dir einen Fall vor Augen fiihren, welcher, wenn Du ihn

bedenkst, Dich bestimmen wird, so zu urteilen.

Wie konnen ihn denn die Manipulationen des Be-

weises dazu bringen, etwas zuzugeben?

“Du wirst doch zugeben, daff 5 aus 3 und 2 be-
steht!”
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Ich will es nur zugeben, wenn ich damit nichts zugebe. Aufier —

daf3 ich dieses Bild verwenden will.

Man konnte z.B. die Figur

AN

als Beweis dafiir nehmen, daf3 100 Parallelogramme, so zusam-
mengesetzt, einen geraden Streifen geben miissen. Wenn man
dann wirklich 100 zusammenfiigt, erhdlt man nun etwa einen
schwach gebogenen Streifen. — Der Beweis aber hat uns be-
stimmt, das Bild und die Ausdrucksweise zu gebrauchen:
Wenn sie keinen geraden Streifen geben, waren sie ungenau

hergestellt.

Denke nur, wie kann mich das Bild, das Du mir
zeigst (oder der Vorgang) dazu verpflichten, nun so und so
immer zu urteilen! Ja, liegt hier ein Experiment vor, so ist eines

ja doch zu wenig, mich zu irgendeinem Urteil zu verbinden.
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Der Beweisende sagt: “Schau diese Figur an! Was
wollen wir dazu sagen? Nicht, dafd ein Rechteck aus - ---. be-
steht? —” Oder auch: “Das nennst Du doch ‘Parallelogramme’
und das ‘Dreiecke’” und so sieht es doch aus, wenn eine Figur

aus andern besteht. -

“Ja, Du hast mich tiberzeugt: ein Rechteck besteht
immer aus ‘- --.” — Wiirde ich auch sagen: “Ja Du hast mich
tiberzeugt: dieses Rechteck (das des Beweises) besteht aus

++.”? Und dies wire ja doch der bescheidenere Satz; den
auch der zugeben sollte, der etwa den allgemeinen Satz noch
nicht zugibt. Seltsamerweise aber scheint der, der das zugibt,
nicht den bescheideneren geometrischen Satz zuzugeben, son-
dern gar keinen Satz der Geometrie. Freilich, — denn beziiglich
des Rechtecks des Beweises hat er mich ja von nichts tiber-
zeugt. (Uber diese Figur, wenn ich sie frither gesehen hitte,
wadre ich ja in keinem Zweifel gewesen.) Ich habe aus freien
Stiicken, was diese Figur anbelangt, alles zugestanden. Und er
hat mich nur mittels ihrer iiberzeugt. — Aber anderseits, wenn er
mich nicht einmal beziiglich dieses Rechtecks von etwas iiber-
zeugt hat, wie dann erst von einer Eigenschaft andrer Rechte-

cke?

“Ja, die Form sieht nicht so aus, als konne sie aus
zwei windschiefen Teilen bestehen.” Was tiberrascht Dich?
Doch nicht, daff Du jetzt diese Figur vor Dir siehst! Mich
tiberrascht etwas in dieser Figur. — Aber in dieser Figur geht ja
nichts vor! Mich {iberrascht die Zusammenstellung des Schie-

fen mit dem Graden. Mir wird, gleichsam, schwindlig.
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Ich sage aber doch wirklich: “Ich habe mich tiber-
zeugt, dafs man die Figur aus diesen Teilen legen kann”, wenn
ich ndmlich etwa die Abbildung der Losung des Geduldspiels
gesehen habe. Wenn ich nun Einem das sage, so soll es doch
heifien: “Versuch nur! diese Stticke, richtig gelegt, geben wirk-
lich die Figur.” Ich will ihn aufmuntern etwas zu tun und sage
ihm einen Erfolg voraus. Und die Vorhersage beruht auf der
Leichtigkeit, mit der man die Figur aus den Stiicken

zusammensetzen kann, sobald man weif3 wie.

[ 60. ) Du sagst, Du bist erstaunt {iber das, was Dir der
Beweis zeigt. Aber bist Du erstaunt dariiber, daff sich diese
Striche haben ziehen lassen? Nein. Du bist erstaunt nur, wenn
Du Dir sagst, dafd zwei solche Stiicke diese Form geben. Wenn
Du Dich also in die Situation hineindenkst, Du habest Dir

etwas anderes erwartet und nun sihest Du das Ergebnis.

“Aus dem folgt unerbittlich das.” Ja, in dieser De-
monstration geht es aus ihm hervor. Und eine Demonstration
ist dies fiir den, der sie als Demonstration anerkennt. Wer sie
nicht anerkennt, wer ihr nicht als Demonstration folgt, der

trennt sich von uns, noch ehe es zu der Sprache kommt.

~7 \
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Hier haben wir etwas, was unerbittlich ausschaut. Und doch:
‘unerbittlich” kann es nur in seinen Folgen sein! Denn sonst ist
es nur ein Bild. Worin besteht denn die Fernwirkung — wie

man’s nennen konnte — dieses Diagramms?

Ich habe einen Beweis gelesen — nun bin ich tiber-
zeugt. — Wie wenn ich diese Uberzeugtheit sofort vergife!
Denn es ist ein eigentiimliches Vorgehen: dafs ich den Beweis
durchlaufe und dann sein Ergebnis annehme. — — Ich meine: so
machen wir es eben. Das ist so bei uns der Brauch, oder eine

Tatsache unserer Naturgeschichte.

“Wenn ich fiinf habe, so habe ich drei, und zwei.” — —
Aber woher weif$ ich, daf$ ich fiinf habe? — Nun, wenn es so |
| | | | ausschaut. — Und ist es auch gewifs, daf3, wenn es  so
ausschaut, ich es immer in solche Gruppen zerlegen kann? Es ist
Tatsache, dafl wir das folgende Spiel spielen konnen: Ich lehre
Einen, wie eine Zweier-, Dreier-, Vierer-, Fiinfergruppe aus-
sieht, und ich lehre ihn, Striche einander eins-zu-eins zuzuord-
nen; dann lasse ich ihn immer je zweimal den Befehl ausfiih-
ren: ‘Zeichne eine Fiinfergruppe” — und dann den Befehl:
“Ordne die beiden Gruppen einander zu”; da zeigt es sich, daf3
er, so gut wie immer, die Striche restlos einander zuordnet.
Oder auch: es ist Tatsache, daf3 ich bei der eins-zu-eins Zuord-
nung dessen, was ich als Fiinfergruppen hinzeichne, so gut wie

nie in Schwierigkeiten komme.
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Ich soll das Geduldspiel zusammenlegen, ich versu-
che hin und her, bin zweifelhaft, ob ich es zusammenbringen
werde. Nun zeigt mir jemand das Bild der Losung: Nun sage
ich — ohne irgendeinen Zweifel — “jetzt kann ich’s!” — Ist es
denn sicher, daf8 ich es nun zusammenbringen werde? — Aber
die Tatsache ist: ich zweifle nicht daran. Wenn nun jemand
fragte: “Worin besteht die Fernwirkung jenes Bildes?” — darin

daf ich es anwende.

[ 66.] In einer Demonstration einigen wir uns mit jemand.
Einigen wir uns in ihr nicht, so trennen sich unsere Wege, ehe

es zu einem Verkehr mittels dieser Sprache kommt.

Es ist ja nicht wesentlich, daf} der Eine den Andern mit der De-
monstration {iberrede. Es konnen ja beide sie sehen (lesen),

und anerkennen.

“Du siehst doch — es kann doch keinem Zweifel un-

terliegen, dafs eine Gruppe wie A wesentlich aus einer wie

A
/7~ N\
u

B C

B und einer wie C besteht!” — Ich sage auch — d.h., ich driicke
mich auch so aus — dafd die Gruppe, die Du hingezeichnet hast,

aus den beiden kleineren besteht; aber ich weifs nicht, ob jede
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Gruppe, die ich eine von der Art (oder Gestalt) der ersten
nennen wiirde, unbedingt aus zwei Gruppen von der Art jener
kleineren zusammengesetzt sein wird. — — Ich glaube aber, es
wird wohl immer so sein (meine Erfahrung hat mich dies viel-
leicht gelehrt) und darum will ich als Regel annehmen: Ich will
eine Gruppe dann, und nur dann, eine von der Gestalt A nen-
nen, wenn sie in zwei Gruppen wie B und C zerlegt werden

kann.

[ 68.) Und so wirkt auch die Zeichnung [— 282] als Be-
weis. “Ja wahrhaftig! zwei Parallelogramme stellen sich zu
dieser Form zusammen!” (Das ist sehr dhnlich, wie wenn ich
sagte: “Ja wirklich! eine Kurve kann aus graden Stiicken beste-
hen.”) — Ich hétte es nicht gedacht. Ja — nicht, daff die Teile
dieser Figur diese Figur ergeben. Das heifit ja nichts. — Sondern
ich staune nur, wenn ich denke, ich hitte das obere Parallelo-
gramm ahnungslos auf das untere gestellt und sihe nun dieses

Ergebnis.

G ED

[271] Und man koénnte sagen: der Beweis hat mich von dem

iiberzeugt — was mich tiberrascht.

EJIPY Denn warum sage ich, jene Figur [— 282] tiber-

zeugt mich von etwas und nicht geradeso auch diese:
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Sie zeigt doch auch, dafd zwei solche Stticke ein Rechteck geben.
“Aber das ist uninteressant”, will man sagen. Und warum ist es

uninteressant?

Wenn man sagt: “Diese Form besteht aus diesen
Formen” — so denkt man sich die Form als eine feine Zeich-
nung, ein feines Gestell von dieser Form, auf das gleichsam die
Dinge gespannt sind, die diese Form haben. (Vergleiche: Platos

Auffassung der Eigenschaft als Ingredientien eines Dings.)
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“Diese Form besteht aus diesen Formen. Du hast
mir eine wesentliche Eigenschaft dieser Form gezeigt.” — Du
hast mir ein neues Bild gezeigt. Es ist, als hatte Gott sie so zu-
sammengesetzt. — — Wir bedienen uns also eines Gleichnisses. Die
Form wird zum &dtherischen Wesen, welches diese Form hat; es
ist, als wére sie ein fiir allemal so zusammengesetzt worden
(von dem, der die wesentlichen Eigenschaften in die Dinge ge-
legt hat). Denn, wird die Form zum Ding, das aus Teilen be-
steht, so ist der Werkmeister der Form der, der auch Licht und
Dunkelheit, Farbe und Haérte, etc.,, gemacht hat. (Denke, je-
mand fragte: “Die Form - - - -. ist aus diesen Teilen zusammen-
gesetzt; wer hat sie zusammengesetzt? Du?”) Man hat das
Wort “Sein” fiir eine sublimierte, dtherische Art Existieren
gebraucht. Betrachte nun den Satz: “Rot ist” (z.B.). Freilich, nie-
mand gebraucht ihn je. Wenn ich mir aber doch einen Ge-
brauch fiir ihn erfinden sollte, so wire es: als einleitende
Formel zu Aussagen, die dann vom Wort “rot” Gebrauch ma-
chen sollen. Beim Aussprechen der Formel blicke ich auf ein
Muster der Farbe Rot. Einen Satz, wie “Rot ist” ist man versucht
auszusprechen, wenn man die Farbe mit Aufmerksamkeit
betrachtet: also in der gleichen Situation in welcher man die
Existenz eines Ding’s feststellt (eines blattihnlichen Insekts
z.B.). Und ich will sagen: wenn man den Ausdruck gebraucht,
“der Beweis hat mich gelehrt — hat mich davon tiberzeugt — daf3

es sich so verhdlt”, ist man noch immer in jenem Gleichnis.

Ich hétte auch sagen konnen: Wesentlich ist nie die
Eigenschaft des Gegenstandes, sondern das Merkmal des Be-

griffes.
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[309]

[279] “War die Gestalt der Gruppe dieselbe, so muf sie diesel-
ben Aspekte, Moglichkeiten der Teilung, haben. Hat sie andere,
so ist es nicht die gleiche Gestalt; sie hat Dir dann vielleicht
irgendwie den gleichen Eindruck gemacht; aber dieselbe Gestalt
ist sie nur, wenn Du sie auf gleiche Weise zerteilen kannst.” Es
ist doch, als wiirde dies das Wesen der Gestalt aussprechen. —
Aber ich sage doch: Wer {iber das Wesen spricht —, konstatiert
blof eine Ubereinkunft. Und da méchte man doch entgegnen:
es gibt nichts Verschiedeneres, als ein Satz iiber die Tiefe des
Wesens und einer — iiber eine blofe Ubereinkunft. Wie aber,
wenn ich antworte: der Tiefe des Wesens entspricht das tiefe Be-
diirfnis nach der Ubereinkunft. Wenn ich also sage: “es ist, als
sprache dieser Satz das Wesen der Gestalt aus” — so meine ich:
es ist doch, als spridche dieser Satz eine Eigenschaft des Wesens
Gestalt aus! — Und man kann sagen: Das Wesen, von dem er
eine Eigenschaft aussagt, und das ich hier das Wesen ‘Gestalt’
nenne, ist das Bild, das mir mit dem Wort “Gestalt” untrennbar

verbunden scheint.
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Aber was fiir Eigenschaften der 100 Kugeln hast Du ent-
faltet, oder gezeigt? — Nun, dafs man diese Dinge mit ihnen tun
kann. — Aber welche Dinge? Meinst Du: dafd Du sie hast so be-
wegen konnen, dafl sie nicht an der Tischfldche festgeleimt
waren? — Dies auch, aber hauptsichlich, dafs keine von ihnen
verschwand, daff man sie verschieben, und der Verschiebung
mit den Augen folgen konnte; daf} sie dabei ihre Form beibe-
hielten. — Du hast also physikalische Eigenschaften der Reihe
gezeigt. Aber warum hast Du den Ausdruck “entfalten” ge-
braucht? Du hittest doch nicht gesagt, Du entfaltest die Eigen-
schaften einer Eisenstange, indem Du zeigst, dafs sie bei so und
soviel Grad schmilzt. Und konntest Du nicht ebenso gut sagen,
Du entfaltest die Eigenschaften unseres Zahlengeddchtnisses
(z.B.)? Was Du eigentlich entfaltest, ist ja wohl die Reihe der Ku-
geln. — Und Du zeigst, z.B. dafs, eine Reihe wenn sie so und so
ausschaut, etwa so romisch numeriert ist, auf einfache Weise,
und ohne daf’ eine Kugel dazu- oder wegkommt, in jene ande-
re einprdgsame Form gebracht werden kann. Aber ebensogut
konnte das doch ein psychologisches Experiment sein, das
zeigt, dafs Du jetzt gewisse Formen einprdgsam findest, in die
100 Flecke durch blofies Verschieben gebracht werden. “Ich
habe gezeigt, was sich mit 100 Kugeln machen 14fit.” — Du hast
gezeigt, dafs sich diese 100 Kugeln (oder diese Kugeln dort) so
entfalten lieflen. Das Experiment war eines des Entfaltens (im
Gegensatz z.B. zu einem des Verbrennens). Und das psycholo-
gische Experiment konnte z.B. zeigen, wie leicht man Dich be-
triigen kann; da8 Du es namlich nicht merkst, wenn man Ku-
geln in die Reihe dazu- oder wegschmuggelt. Man konnte ja

auch so sagen: Ich habe gezeigt, was sich mit einer Reihe von
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100 Flecken durch scheinbares Verschieben machen 1afst, — wel-
che Figuren sich durch scheinbares Verschieben aus ihr erzeu-

gen lassen. — Was aber habe ich in diesem Fall entfaltet?
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Denk Dir, man sagte: wir entfalten die Eigenschaften eines
Polygons indem wir je 3 Seiten durch eine Diagonale zusam-
mennehmen. Es zeigt sich mir dann als 15-Eck. Will ich sagen:
ich habe eine Eigenschaft des 15-Ecks entfaltet? Nein. Ich will
sagen, ich habe eine Eigenschaft dieses (hier gezeichneten)
Vielecks entfaltet. Ich weifs jetzt daf8 hier ein Trick besteht.
Friither wufSte ich’s nicht. Ist dies ein Experiment? Es zeigt mir
etwa, was fiir ein Fehler jetzt da steht. Man kann, was ich getan
habe, ein Experiment des Zahlens nennen. Ja, wie aber, wenn
ich so einen Versuch an einem Fiinfeck anstelle, das ich ja schon
tibersehen kann? — Nun, nehmen wir einen Augenblick an, ich
konnte es nicht tibersehen, — was (z.B.) geschehen kann, wenn
es sehr grof3 ist, und ich zu nahe bin. Dann wére das Ziehen
der Diagonalen ein Mittel, um mich davon zu tiberzeugen, daf3
das ein Fiinfeck ist. Hab ich gezeigt daf} hier ein 5-Eck steht, &
war es nur iberfliissig? [Meterstab] Ich konnte wieder sagen,
ich habe die Eigenschaften des Polygons, das da gezeichnet ist,
entfaltet. — Kann ich es nun iibersehen, dann kann sich doch
daran nichts &ndern. Es war etwa tiberfliissig, diese Eigenschaft
zu entfalten, wie es iiberfliissig ist, zwei Apfel, die vor mir
liegen, zu zdhlen. Soll ich nun sagen: “es war wieder ein Expe-
riment, aber ich war des Ausgangs sicher”? Aber was ist hier
der Ausgang? Aber bin ich des Ausgangs in der Weise sicher,
wie des Ausgangs der Elektrolyse einer Wassermenge? Nein,
sondern anders! Ergdbe die Elektrolyse der Fliissigkeit nicht
HzO, so wiirde ich mich fiir nérrisch halten, oder sagen, ich
wisse jetzt tiberhaupt nicht mehr, was ich sagen soll. Sehe ich
noch wieviele Striche da stehen wenn ich auf diesen Strich

zeige & sage “Eins” (ihn also zdhle). Denk Dir, ich sagte: “Ja,
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hier steht ein Quadrat — aber schauen wir noch nach, ob es
durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt wird!” Ich ziehe
sie dann und sage: “Ja, hier haben wir zwei Dreiecke.” Da
wiirde man mich fragen: Hast Du denn nicht gesehen, daf3 es in
zwei Dreiecke zerlegt werden kann? Bist Du erst jetzt iiber-
zeugt, dafs hier ein Viereck steht; und warum traust Du jetzt

Deinen Augen mehr als friither?

* Aufgaben: Zahl der Tone, die innere Eigenschaft einer
Melodie; Zahl der Bldtter, — dufSere Eigenschaft eines Baumes.
Wie hidngt das mit der Identitit des Begriffes zusammen?

*Ramsey

Was zeigt uns der, der 4 Kugeln in 2 und 2 trennt, sie
wieder zusammenschiebt, wieder trennt etc.? Er pragt uns ein

Gesicht ein und eine typische Verdnderung dieses Gesichts.
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Denke an die moglichen Stellungen einer Gliederpuppe.
Oder denk, Du hittest eine Kette mit, sagen wir 10 Gliedern
und Du zeigst, was fiir charakteristische (d.h. einprdgsame)
Figuren man mit ihr legen kann. Die Glieder seien numeriert;
dadurch werden sie zu einer leicht einpragbaren Struktur, auch
wenn sie in gerader Reihe liegen. Ich prédge Dir also charakteris-
tische Lagen und Bewegungen dieser Kette ein. Wenn ich nun
sage: “Sieh’, man kann auch das aus ihr machen” (und es vor-
fithre), zeige ich Dir da ein Experiment? — Im gewissen Sinne
ja; ich zeige z.B., daff man sie in diese Form bringen kann; aber
daran hast Du nicht gezweifelt. Und was Dich interessiert, ist
nicht etwas, was diese individuelle Kette betrifft. — Aber ist,
was ich vorfithre, nicht doch eine Eigenschaft dieser Kette?
Gewif3; aber ich fiihre nur solche Bewegungen, solche Umfor-
mungen, vor, die einpradgsamer Art sind; und Dich interessiert,
diese Umformungen zu lernen. Es interessiert Dich aber darum,
weil es so leicht ist, sie immer wieder, an verschiedenen

Gegenstanden vorzunehmen. (Rechnung)
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ED Die Worte “Sieh, was ich aus ihr machen kann - sind al-
lerdings dieselben, die ich auch verwenden wiirde, wenn ich
Dir zeigte, was ich alles aus einem Klumpen Ton z.B. formen
kann. Daf ich geschickt genug bin, solche Dinge aus diesem
Klumpen zu formen. In einem andern Fall: daff dies Material
sich so behandeln 14f3t. Hier wiirde man kaum sagen: ‘ich ma-
che Dich darauf aufmerksam’, dafd ich dies machen kann, oder
daf3 das Material dies aushilt, — wiahrend man im Fall der Kette
sagen wiirde: ich mache Dich darauf aufmerksam, dafs sich
dies mit ihr machen lafst. - Denn Du hittest es Dir auch vorstel-
len konnen. Aber Du kannst natiirlich keine Eigenschaft der
Kette durch Vorstellen erkennen. Das Experimenthafte ver-
schwindet, indem man den Vorgang blof3 als einpragsames Bild

ansieht.

Man kann daher sagen: Wir entfalten die Rolle, die “100”

in unserm Rechensystem spielt.

(Ich schrieb einmal: “In der Mathematik sind Prozefs und

Resultat einander dquivalent.”)
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Und doch fiihle ich, dafs es eine Eigenschaft von “100” sei,
dafs es so erzeugt wird, oder werden kann. Aber wie kann es
denn eine Eigenschaft der Struktur “100” sein, dafs sie so er-
zeugt wird, wenn sie z.B. garnicht so erzeugt wiirde? Wenn
niemand so multiplizierte? Doch nur, wenn man sagen konnte,
es ist eine Eigenschaft dieses Zeichens, Gegenstand dieser
Regel zu sein, z.B. Es ist Eigenschaft der “5”, Gegenstand der
Regel “3 + 2 = 5” zu sein. Denn nur als Gegenstand der Regel
ist die Zahl das Resultat der Addition jener andern Zahlen.
Wenn ich aber nun sage: es ist Eigenschaft der Zahl --., das
Resultat der Addition von - - . nach der Regel - - . zu sein?
Es ist also eine Eigenschaft der Zahl, daf sie bei der Anwen-
dung dieser Regel auf diese Zahlen entsteht. Die Frage ist:
wiirden wir es “Anwendung der Regel” nennen, wenn diese
Zahl nicht das Resultat wire? Und das ist dieselbe Frage wie:
“Was verstehst Du unter der "Anwendung dieser Regel”: das,
was Du etwa mit ihr machst (und Du magst sie einmal so, ein-

mal so anwenden), oder ist ‘ihre Anwendung’ anders erklart.”

“Es ist eine Eigenschaft dieser Zahl, dafs dieser Prozef3 zu
ihr fiihrt” — Aber mathematisch gesprochen fiihrt kein Prozefs
zu ihr, sondern sie ist das Ende eines Prozesses (gehort noch

zum Prozef3).

Aber warum fiihle ich, es werde eine Eigenschaft der Rei-
he entfaltet, gezeigt? — Weil ich abwechselnd, was gezeigt wird,
als der Reihe wesentlich, und nicht wesentlich ansehe. Oder:
weil ich an diese Eigenschaften abwechselnd als externe und
interne denke. Weil ich abwechselnd etwas als selbstverstand-

lich hinnehme und es bemerkenswert finde.
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ED Du entfaltest doch die Eigenschaften der 100 Kugeln,
indem Du zeigst, was aus ihnen gemacht werden kann.” — Wie
gemacht werden kann? Denn, dafs das aus ihnen gemacht wer-
den kann, daran hat ja niemand gezweifelt, es mufi also um die
Art und Weise gehen, wie dies aus ihnen erzeugt wird. Aber
sieh” diese an! ob sie nicht etwa das Resultat schon voraussetzt.
— Denn denke Dir, es entsteht auf diese Weise einmal dies, ein-
mal ein anderes Resultat; wiirdest Du das nun hinnehmen?
Wiirdest Du nicht sagen: “Ich mufs mich geirrt haben; auf die-
selbe Art und Weise mufste immer das Gleiche entstehen.” Das
zeigt, dafl Du das Resultat der Umformung einbeziehst in die

Art und Weise der Unformung.

Aufgabe: Soll ich es Erfahrungstatsache nennen, daf3 dieses

Gesicht durch diese Veranderung zu jenem wird?

Man sagt: diese Einteilung macht klar, was da fiir eine Rei-
he von Kugeln steht. Macht sie klar, was fiir eine Reihe vor der
Einteilung da stand, oder macht sie klar, was fiir eine Reihe jetzt
da steht?

@ ‘Ich sehe auf den ersten Blick, wieviele es sind.” Nun
wieviele sind es? Ist die Antwort ‘So viele’? — (wobei man auf
die Gruppe der Gegenstinde zeigt). Wie lautet sie aber? Es
sind ‘50, oder “100’, etc.

B[} “Die Einteilung macht mir klar, was da fiir eine Reihe
steht”. Nun, was fiir eine steht da? Ist die Antwort “Diese.”?

Wie lautet eine sinnvolle Antwort?
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Ich entfalte doch die geometrischen Eigenschaften dieser
Kette auch, indem ich die Umformungen einer andern, gleich
gebauten Kette vorfiihre. Aber dadurch zeige ich doch nicht,
was ich tatsdchlich mit der ersten tun kann, wenn diese sich
namlich tatsdchlich als unbiegbar, oder sonstwie physikalisch
ungeeignet erweist. Also kann ich doch nicht sagen: ich entfalte

die Eigenschaften dieser Kette.

Kann man Eigenschaften der Kette entfalten, die sie
garnicht hat?

Ich messe einen Tisch und er ist 1 m lang. — Nun lege ich
meinen Meterstab an einen andern Meterstab. Messe ich ihn
dadurch? Finde ich, dafi jener zweite Meterstab 1 m lang ist?
Mache ich das gleiche Experiment der Messung, nur mit dem

Unterschied, daf3 ich des Ausgangs sicher bin?

Ja, wenn ich den Mafistab an den Tisch anlege, messe ich
immer den Tisch; kontrolliere ich nicht manchmal den Maf3-
stab? Und worin liegt der Unterschied zwischen dem einen

Vorgehen und dem andern?

Das Experiment des Entfaltens einer Reihe kann uns, un-
ter anderem, zeigen, aus wievielen Kugeln die Reihe besteht,
oder aber, dafy wir diese (sagen wir) 100 Kugeln so und so be-
wegen konnen. Die Rechnung aber des Entfaltens zeigt uns,

was wir eine “‘Umformung durch blofSes Entfalten” nennen.
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[ 96. ] Priife den Satz: Ich schrieb einmal, es sei keine Er-
fahrungstatsache: dafl die Tangente einer visuellen Kurve ein
Stiick mit dieser gemeinsam lduft; und wenn dies eine Figur

zeige, so nicht als das Resultat eines Experiments.

Man konnte auch sagen: Du siehst hier, daf Stiicke einer konti-
nuierlichen visuellen Kurve gerade sind. — Aber sollte ich nicht
sagen: — “Das nennst Du doch eine ‘Kurve’. — Und nennst Du
dieses Stiickchen nun ‘krumm’” oder ‘gerade’? — Das nennst Du
doch eine ‘Gerade’, und sie enthilt dieses Stiick.” Aber warum
sollte man nicht fiir visuelle Strecken einer Kurve, die allein
keine Kriimmung zeigen, einen neuen Namen gebrauchen?
“Das Experiment des Ziehens dieser Linien hat doch gezeigt,
daf3 sie sich nicht in einem Punkt berithren.” — Daf sie sich nicht
in einem Punkt beriihren? Wie sind ‘sie” definiert? Oder: kannst
Du mir ein Bild davon zeigen, wie es ist, wenn sie sich ‘in
einem Punkt beriihren’? Denn warum soll ich nicht einfach sa-
gen: das Experiment hat ergeben, daff sie — ndmlich eine
krumme und eine gerade Linie — einander beriihren? Denn ist

dies nicht, was ich “Beriihrung” solcher Linien nenne?
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Zeichnen wir einen Kreis aus schwarzen und wei-

Ben Stiicken, die kleiner und kleiner werden.

“Welches dieser Stiicke — von links nach rechts — erscheint Dir

schon als gerade?” Dies ist ein Experiment.

[ 98. ] Wie, wenn jemand sagte: “Die Erfahrung lehrt Dich,

daf3 diese Linie

krumm ist”? — Da wére zu sagen, daff hier die Worte “diese
Linie”, den auf dem Papier gezogenen Strich bedeuten. Man
kann ja tatsdchlich den Versuch anstellen und diesen Strich ver-
schiedenen Menschen zeigen, und fragen: “was siehst Du; eine
gerade, oder eine krumme Linie?” — Bemerkung iiber Identitat
Wenn aber jemand sagte: “Ich stelle mir jetzt eine krumme
Linie vor”, und wir ihm darauf sagen: “Da siehst Du also, dafs
diese Linie eine krumme ist” — was fiir einen Sinn héatte das?
Nun kann man aber auch sagen: “Ich stelle mir einen Kreis vor
aus schwarzen und weifsen Stiicken, eines ist grofs, gekriimmt,

die folgenden werden immer kleiner, das sechste ist schon gera-
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de.” Wo liegt hier das Experiment? In der Vorstellung kann ich

rechnen, aber nicht experimentieren.

BB 220 Was ist die charakteristische Verwendung des
Vorgangs der Ableitung als Rechnung — im Gegensatz zur Ver-
wendung des Vorgangs als Experiment? Wir betrachten die
Berechnung als Demonstration einer internen Eigenschaft (eine
Eigenschaft des Wesens) der Strukturen. Aber was heifst das?

Als Urbild der ‘internen Eigenschaft” konnte dieses dienen:

23 23
N
23 56

,_‘_,_,
S —_
N —_
00— N
O — W

1
I
10

10=3x3+1

Wenn ich nun sage: 10 Striche bestehen notwendig aus 3 mal 3
Strichen und einem Strich — das heifit doch nicht: wenn 10 Stri-
che dastehen, so stehen immer die Ziffern und Bogen rund her-
um. — Setze ich sie aber zu den Strichen hinzu, so sage ich, ich
demonstrierte nur das Wesen jener Gruppe von Strichen. —
Aber bist Du sicher, dafs sich die Gruppe beim Dazuschreiben
jener Zeichen nicht verdndert hat? — “Ich weifs nicht; aber eine
bestimmte Zahl von Strichen stand da; und wenn nicht 10, so

eine andre und dann hatte die eben andre Eigenschaften. -
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Man sagt: die Rechnung ‘entfaltet” die Eigenschaft
der Hundert. Was heifit es eigentlich: 100 bestehe aus 50 und
50? Man sagt: der Inhalt der Kiste besteht aus 50 Apfeln und 50
Birnen. Aber wenn Einer sagte: “der Inhalt der Kiste besteht
aus 50 Apfeln und 50 Apfeln” —, wir wiif$ten zunédchst nicht,
was er meint. — Wenn man sagt: “Der Inhalt der Kiste besteht
aus 2 mal 50 Apfeln”, so heifst das entweder, es seien da zwei
Abteilungen zu 50 Apfeln; oder es handelt sich etwa um eine
Verteilung, in der Jeder 50 Apfel erhalten soll, und ich hore

nun, dafs man aus dieser Kiste zwei Leute beteilen kann.

“Die 100 Apfel in der Kiste bestehen aus 50 und
50” — hier ist wichtig der unzeitliche Charakter von ‘bestehen’.
Denn es heifdt nicht, sie bestiinden jetzt, oder fiir einige Zeit aus
50 und 50.

Was ist denn das Charakteristikum der ‘internen
Eigenschaften’? DafS sie immer, unverdnderlich in dem Ganzen
bestehen, das sie bilden; gleichsam unabhéngig von allen dufse-
ren Geschehnissen. Wie die Konstruktion einer Maschine auf
dem Papier nicht bricht, wenn die Maschine selbst dufseren
Kréften erliegt. — Oder ich mochte sagen: dafs sie nicht Wind
und Wetter unterworfen sind, wie das Physikalische der Dinge;

sondern unangreifbar wie Schemen.

Wenn wir sagen: “dieser Satz folgt aus jenem”, so
ist hier “folgen” wieder unzeitlich gebraucht. (Und das zeigt,
dafs dieser Satz nicht das Resultat eines Experiments aus-

spricht.)
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Vergleiche damit: “Weifs ist heller als Schwarz”.
Auch dieser Ausdruck ist unzeitlich und auch er spricht das

Bestehen einer internen Relation aus.

“Diese Relation besteht aber eben” — mochte man
sagen. Aber die Frage ist: Hat dieser Satz einen Gebrauch — und
welchen? Denn einstweilen weifs ich nur, dafd mir dabei ein Bild
vorschwebt (aber dies garantiert mir die Verwendung nicht)
und dafs die Worte einen deutschen Satz geben. Aber es fallt
Dir auf, dafy die Worte hier anders gebraucht werden, als im
alltidglichen Fall einer niitzlichen Aussage. (Wie etwa der Rad-
macher bemerken kann, daf8 die Aussagen, die er gewohnlich
tiber Kreisformiges und Gerades macht, anderer Art sind, als
die, die im Euklid stehen.) Denn wir sagen: dieser Gegenstand
ist heller als jener, oder, die Farbe dieses Dings ist heller als die
Farbe jenes, und dann ist etwas jetzt heller und kann spéter
dunkler sein. Woher die Empfindung, “Weifs ist heller als
Schwarz” sage etwas iiber das Wesen der beiden Farben aus? —
Aber ist die Frage iiberhaupt richtig gestellt? Was meinen wir
denn mit dem ‘Wesen’ von Weifs oder Schwarz? Wir denken
etwa an ‘das Innere’, ‘die Konstitution’, aber das ergibt hier
doch keinen Sinn. Wir sagen etwa auch: “Es liegt im Weifs, daf8
es heller ist - --+”. [» Siehe Bemerkung tiber Identitat] Ist es

nicht so: das Bild eines schwarzen und eines weif3en Flecks

L1 Il

dient uns zugleich als Paradigma dessen, was wir unter “heller”
und “dunkler” verstehen und als Paradigma fiir “weifs” und

7

fir “schwarz”. In so fern ‘liegt’ nun die Dunkelheit ‘im
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Schwarz, als sie beide von diesem Fleck dargestellt werden. Er
ist dunkel, dadurch daf$ er schwarz ist. — Aber richtiger gesagt: er
heif§t “schwarz” und damit, in unserer Sprache, auch “dunkel”.
Jene Verbindung, eine Verbindung der Paradigmen und Na-
men ist in unsrer Sprache hergestellt. Und unser Satz ist unzeit-
lich, weil er nur die Verbindung der Worte “weif3”, “schwarz”
und “heller” mit einem Paradigma ausspricht. Man kann Mif3-
verstandnisse vermeiden, dadurch dafs man erklart, es sei Un-
sinn, zu sagen: “die Farbe dieses Korpers ist heller, als die Farbe
jenes”, es miisse heiflen: “dieser Korper ist heller als jener”.
D.h., man schliefit jene Ausdrucksform aus unserer Sprache
aus. Wem sagen wir “weifs ist heller als schwarz”? Was teilt

ihm das mit.
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Aber kann ich den Satz der Geometrie nicht auch
ohne Beweis glauben, z.B. auf die Versicherung eines Andern
hin? — Und was verliert der Satz, wenn er seinen Beweis ver-
liert? — Ich soll hier wohl fragen: “Was kann ich mit ihm anfan-
gen?”, denn darauf kommt es an. Den Satz auf die
Versicherung des Andern annehmen — wie zeigt sich das? Ich
kann ihn z.B. in weiteren Rechenoperationen verwenden, oder
ich verwende ihn bei der Beurteilung eines physikalischen
Sachverhalts. Versichert mich jemand z.B., 13 mal 13 sei 396,
und ich glaube ihm, so werde ich mich nun wundern, daf$ ich
396 Niisse nicht in 13 Reihen zu je 13 Niissen legen kann und
vielleicht annehmen, die Niisse hitten sich von selbst vermehrt.
Aber ich fithle mich versucht zu sagen: man kénne nicht glau-
ben, dal 13 x 13 = 396 ist, man konne diese Zahl nur
mechanisch vom Andern annehmen. Aber warum soll ich nicht
sagen, ich glaube es? Ist denn, es glauben, ein geheimnisvoller
Akt, der sozusagen unterirdisch mit der richtigen Rechnung in
Verbindung steht? Ich kann doch jedenfalls sagen: “ich glaube
es”, und nun danach handeln. Man mochte fragen: “Was tut
der, der glaubt, daf$ 13 x 13 = 396 ist?” Und die Antwort kann
sein: Nun, das wird davon abhédngen, ob er z.B. die Rechnung
selber gemacht und sich dabei verschrieben hat, — oder ob sie
zwar ein Andrer gemacht hat, er aber doch weifs, wie man so
eine Rechnung macht, — oder ob er nicht multiplizieren kann,
aber weif3, dafd das Produkt die Zahl der Leute ist, die in 13
Reihen zu je 13 stehen, — kurz davon, was er denn mit der Glei-
chung 13 x 13 = 396 anfangen kann. Denn, sie priifen, ist etwas

mit ihr anfangen.
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Denkt man ndmlich an die arithmetische Glei-
chung als den Ausdruck einer internen Relation, so mochte
man sagen: “Er kann ja garnicht glauben, dafs 13 x 13 dies er-
gibt, weil das ja keine Multiplikation von 13 mit 13, oder kein
Ergeben ist, wenn 396 am Ende steht.” Das heifst aber, daf$ man
das Wort “glauben” fiir den Fall einer Rechnung und ihres Re-
sultats nicht anwenden will, — oder nur dann, wenn man die

richtige Rechnung vor sich hat.

“Was glaubt der, der glaubt 13 x 13 ist 396?” — Wie
tief dringt er — konnte man sagen, mit seinem Glauben in das
Verhiltnis dieser Zahlen ein? Denn bis zum Ende — will man
sagen — kann er nicht dringen, oder er konnte es nicht glauben.
Aber wann dringt er in die Verhéltnisse der Zahlen ein? Gerade
wéhrend er sagt, dafs er glaubt - -« -~ ? Darauf wirst Du nicht
bestehen — denn es ist leicht zu sehen, daf$ dieser Schein nur
durch die Oberflaichenform unsrer Grammatik (wie man es

nennen konnte) erzeugt wurde.

Denn ich will sagen: “Man kann nur sehen, dafs 13
x 13 = 369 ist, und man kann auch das nicht glauben. Und man
kann — mehr oder weniger blind — eine Regel annehmen.” Und
was tue ich, wenn ich dies sage? Ich mache einen Schnitt;
zwischen der Rechnung mit ihrem Resultat (d.i. einem be-
stimmten Bild, einer bestimmten Vorlage) und einem Versuch

mit seinem Ergebnis.
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Ich mochte sagen: “Wenn ich glaube, dafi x x y = z
ist — und es kommt ja vor, daf$ ich so etwas glaube — sage, dafs
ich es glaube - so glaube ich nicht den mathematischen Satz,
denn der steht am Ende eines Beweises, ist das Ende eines Be-
weises; sondern ich glaube: dafd dies die Formel ist, die dort
und dort steht, die ich so und so erhalten werde u. dergl.” —
Und dies klingt ja, als drdnge ich in den Vorgang des Glaubens
eines solchen Satzes ein. Wahrend ich nur - in ungeschickter
Weise — auf den fundamentalen Unterschied bei scheinbarer
Ahnlichkeit der Rollen deute — eines arithmetischen Satzes und
eines Erfahrungssatzes. Denn ich sage eben unter gewissen Um-
stainden: “ich glaube dafd x x y = z ist”. Was meine ich damit? —
Was ich sage! — — Wohl aber ist die Frage interessant: unter was
fiir Umstdnden sage ich dies, und wie sind sie charakterisiert,
im Gegensatz zu denen einer Aussage: “ich glaube, es wird reg-
nen”? Denn was uns beschiftigt, ist ja dieser Gegensatz. Wir
verlangen danach, ein Bild zu erhalten von der Verwendung
der mathematischen Sdtze und der Sdtze “ich glaube, dafs

*+”, wo ein mathematischer Satz der Gegenstand des
Glaubens ist. [— [Siehe S. 173]]

“Du glaubst doch nicht den mathematischen Satz.
-” Das heifst: “mathematischer Satz” bezeichnet mir eine Rolle
fiir den Satz, eine Funktion, in der ein Glauben nicht vor-
kommt. Vergleiche: “Wenn du sagst: ‘ich glaube, dafd das Ro-
chieren so und so geschieht, so glaubst Du nicht die
Schachregel, sondern Du glaubst etwa, dafy so eine Regel des
Schach lautet.”
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“Man kann nicht glauben, die Multiplikation 13 x
13 liefere 369, weil das Resultat zur Rechnung gehort.” — Was
nenne ich “die Multiplikation 13 x 13”? Nur das richtige Multi-
plikationsbild, an dessen unterem Ende 369 steht? oder auch
eine ‘falsche Multiplikation’? Wie ist festgelegt, welches Bild
die Multiplikation 13 x 13 ist? — Ist es nicht durch die Multipli-
kationsregeln bestimmt? — Aber wie, wenn Dir mit Hilfe dieser
Regeln heute etwas anderes herauskommt, als was in allen Re-
chenbtichern steht? Ist das nicht moglich? — “Nicht, wenn Du
die Regeln anwendest, wie sie!” — Freilich nicht! aber das ist ja
ein Pleonasmus. Und wo steht, wie sie anzuwenden sind — und
wenn es wo steht: wo steht, wie dies anzuwenden ist? Und das
heifst nicht nur: in welchem Buch steht es, sondern auch, in
welchem Kopf? — Was ist also die Multiplikation 13 x 13 — oder,
wonach soll ich mich beim Multiplizieren richten: nach den
Regeln, oder nach der Multiplikation, die in den Rechenbii-
chern steht — — wenn diese beiden namlich nicht tibereinstim-
men? — Nun, es kommt tatsdchlich nie vor, das der, welcher
rechnen gelernt hat, bei dieser Multiplikation hartnackig etwas
anderes herausbringt, als was in den Rechenbiichern steht.
Sollte es aber geschehen; so wiirden wir ihn fiir abnorm erkla-

ren, und von seiner Rechnung weiter keine Notiz nehmen.

2091 Bemerkung iiber Identitdt. “Aber bin ich also in einer
Schlufikette nicht gezwungen, zu gehen, wie ich gehe?” — Ge-
zwungen? Ich kann doch wohl gehen, wie ich will! — “Aber
wenn Du im Einklang mit den Regeln bleiben willst, mufit Du

so gehen.” — Durchaus nicht; ich nenne das ‘Einklang’. — “Dann
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hast du den Sinn des Wortes ‘Einklang’ verdndert, oder den
Sinn der Regel.” — Nein, — wer sagt, was hier ‘verdndern” und

was ‘gleichbleiben” heifst?

Wieviele Regeln immer Du mir angibst — ich gebe Dir eine

Regel, die meine Verwendung Deiner Regeln rechtfertigt.

Wir konnten auch sagen: Wenn wir den Schlufige-
setzen (Schlufsregeln) folgen, so liegt in einem Folgen immer

auch ein Deuten.

PPRRREEY) “Du darfst doch das Gesetz jetzt nicht auf
einmal anders anwenden!” — Wenn ich darauf antworte: “Ach

'/I

ja, ich hatte es ja so angewandt!” oder: “Ach, so sollte ich es an-
wenden — !”; dann spiele ich mit. Antworte ich aber einfach:
“Anders? — Das ist doch nicht anders!” — was willst Du tun?
Das heifst eigentlich, dafs ein Mensch mit Zeichen des Verstan-
des auch so handeln konnte dafs wir es narrisch nennen wiir-

den.
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“Nach Dir konnte also jeder die Reihe fortsetzen,
wie er will; und also auch auf irgend eine Weise schliefSen!” Wir
werden es dann nicht “die Reihe fortsetzen” nennen und auch
wohl nicht “schlieflen”. Und Denken & SchliefSen (sowie das
Zidhlen) ist fiir uns nattirlich nicht durch eine willkiirliche Defi-
nition umschrieben, sondern durch nattirliche Grenzen, dem
Korper dessen entsprechend, was wir die Rolle des Denkens &
SchliefSens in unserm Leben nennen konnen. Denn, dafd ihn
Schlufigesetze nicht wie die Gleise den Zug zwingen, das und
das zu reden, oder zu schreiben, dariiber sind wir einig. Und
wenn du sagst, er konne es zwar reden, aber er kann es nicht
denken, so sage ich nur, das heifSe nicht: er konne es, quasi trotz
aller Anstrengung, nicht denken, sondern es heifdt: zum ‘Den-
ken’ gehort fiir uns wesentlich, dafd er — beim Reden, Schreiben,
etc. — solche Ubergénge macht. Und ferner sage ich, da8 die
Grenze zwischen dem, was wir noch ‘denken” und dem, was
wir nicht mehr so nennen, so wenig scharf gezogen ist, wie die
Grenze zwischen dem, was noch “Gesetzmafsigkeit” genannt
wird und dem, was wir nicht mehr so nennen. Man kann aber
dennoch sagen, daff die Schlufigesetze uns zwingen; in dem
Sinne namlich, wie andere Gesetze in der menschlichen Gesell-
schaft. Der Kanzlist, der so schliefst, wie in (210), muf es so tun;
er wire bestraft worden, wenn er anders schlosse. Wer anders
schliefst, kommt allerdings in Konflikt: z.B. mit der Gesell-
schaft; aber auch mit andern praktischen Folgen. Und auch dar-
an ist etwas, wenn man sagt: er kann es nicht denken. Man will
etwa sagen: Er kann es nicht mit personlichem Inhalt erfiillen:
er kann nicht wirklich mitgehen — mit seinem Verstand, mit sei-

ner Person. Es ist dhnlich, wie man sagt: Diese Tonfolgen geben
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keinen Sinn, ich kann sie nicht mit Ausdruck singen. Ich kann
nicht mitschwingen. Oder, was hier auf dasselbe hinauskommt:
ich schwinge nicht mit. “Wenn er es redet — kénnte man sagen
— kann er es nur gedankenlos reden”. Und hierzu mufS nur be-
merkt werden, dafs das ‘gedankenlose’” Reden sich von einem
anderen wohl auch manchmal durch das unterscheidet, was
beim Reden im Redenden an Vorstellungen, Empfindungen,
und anderem, vor sich geht, daff aber diese Begleitung nicht
das ‘Denken’” ausmacht und ihr Fehlen noch nicht die ‘Gedan-

kenlosigkeit’. [— [Siehe Lesen] Experiment

Bd. XII S. 103/1]

[193] Inwiefern ist das logische Argument ein Zwang? “Du
gibst doch das zu, — und das zu; dann mufst du auch das zuge-
ben!” Das ist die Art, jemanden zu zwingen. D.h., man kann so
tatsdchlich Menschen zwingen, etwas zuzugeben. — Nicht an-
ders, als wie man Einen etwa dazu zwingen kann, dorthin zu
gehen, indem man gebietend mit dem Finger dorthin zeigt. Sie-
he Gesetz unerbittlich Denke, ich zeige in so einem Fall mit
zwei Fingern zugleich in zwei verschiedenen Richtungen und
stelle es damit dem Andern frei, in welcher der beiden Richtun-
gen er gehen will — ein andermal zeige ich nur in einer Rich-
tung; so kann man das auch so ausdriicken: mein erster Befehl
habe ihn nicht gezwungen, in einer Richtung zu gehen, wohl
aber der zweite. Das ist aber eine Aussage, die angeben soll,

welcher Art meine Befehle waren; aber nicht, in welcher Art sie
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wirken, ob sie den und den tatsdchlich zwingen, d.h., ob er

ihnen gehorcht.

Es schien zuerst, als sollten diese Uberlegungen
zeigen, dafs, ‘was ein logischer Zwang zu sein scheint, in Wirk-
lichkeit nur ein psychologischer ist’ — und da fragte es sich
doch: kenne ich also beide Arten des Zwanges?! — Denke Dir, es
wiirde der Ausdruck gebraucht: “Das Gesetz § - - - - bestraft
den Morder mit dem Tode.” Das konnte doch nur heifSen, die-
ses Gesetz laute: u.s.w. Jene Form des Ausdrucks aber kénnte
sich uns aufdrdangen, weil das Gesetz Mittel ist, wenn der
Schuldige der Bestrafung zugefiihrt wird. — Nun reden wir von
“Unerbittlichkeit” bei denen, die jemand bestrafen. Da konnte es
uns einfallen, zu sagen:das Gesetz ist unerbittlich— die Men-
schen konnen den Schuldigen laufen lassen, das Gesetz richtet
ihn hin.” (Ja auch: “das Gesetz richtet ihn immer hin”.) — Wozu
ist so eine Ausdrucksform zu gebrauchen? — Zunichst sagt die-
ser Satz ja nur, im Gesetz stehe das und das, und die Menschen
richten sich manchmal nicht danach. Dann aber zeigt er doch
das Bild des einen unerbittlichen — und vieler laxer Richter. Er
dient darum als Ausdruck des Respekts vor dem Gesetz. End-
lich aber kann man die Ausdrucksform auch so gebrauchen,
dafl man ein Gesetz ‘unerbittlich’ nennt, wenn es eine Moglich-
keit der Begnadigung nicht vorsieht, und im entgegengesetzten

Fall etwa “einsichtig’. Bemerkung: “- - - - die Wellen der Sprache

4

Siehe Bemerkungen gegen das Ende, Bd. XIII Wir reden nun
von der ‘Unerbittlichkeit” der Logik; und denken uns die logi-

schen Gesetze unerbittlich, unerbittlicher noch, als die Natur-
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gesetze. Wir machen nun darauf aufmerksam, wie das Wort
“unerbittlich” auf mehrerlei Weise angewendet wird. Es ent-
sprechen unsern logischen Gesetzen sehr allgemeine Tatsachen
der tdglichen Erfahrung. Es sind die, die es uns moglich ma-
chen, jene Gesetze immer wieder auf einfache Weise (mit Tinte
auf Papier z.B.) zu demonstrieren. Sie sind zu vergleichen mit
jenen Tatsachen, welche die Messung mit dem Metermafs leicht
ausfithrbar und nitzlich machen. Das legt den Gebrauch
gerade dieser Schlufigesetze nahe, und nun sind wir unerbitt-
lich in der Anwendung dieser Gesetze. Weil wir ‘messen’; und
es gehort zum Messen, dafi Alle das gleiche Mafs haben.
Auflerdem aber kann man unerbittliche, d.h. eindeutige, von
nichteindeutigen Schlufiregeln unterscheiden, ich meine von

solchen, die uns eine Alternative freistellen.

“Ich kann doch nur folgern, was wirklich folgt!” — D.h.:
was die logische Maschine wirklich hervorbringt. Die logische
Maschine, das wdre ein alles durchdringender &therischer

Mechanismus. — Vor diesem Bild ist zu warnen.
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Denk Dir ein Material hdrter und fester als irgend ein anderes.
Aber wenn man einen Stab aus diesem Stoff aus der horizonta-
len in die vertikale Lage bringt, so zieht er sich zusammen;
oder er biege sich, wenn man ihn aufrichtet und ist dabei so
hart, dafd man ihn auf keine andere Weise biegen kann. — (Ein
Mechanismus aus diesem Stoff hergestellt, etwa eine Kurbel,
Pleuelstange und Kreuzkopf. Andere Bewegungsweise des
Kreuzkopfs.) Oder: eine Stange biegt sich, wenn man ihr eine
gewisse Masse ndhert; gegen alle Krifte aber, die wir auf sie
wirken lassen, ist sie vollkommen starr. Denk Dir, die Fiih-
rungsschienen des Kreuzkopfs biegen sich und strecken sich
wieder, wenn die Kurbel sich ihnen ndhert und sich wieder ent-
fernt. Ich ndhme aber an, daf$ keinerlei besondere duflere Kraft
dazu nétig ist, dies hervorzurufen. Dieses Benehmen der Schie-
nen wiirde wie das eines lebenden Wesens anmuten. Wenn wir
sagen: “Wenn die Glieder des Mechanismus ganz starr wiren,
wiirden sie sich so und so bewegen”, was ist das Kriterium da-
fir, daf3 sie ganz starr sind? Ist es, daf$ sie gewissen Kraften
widerstehen? oder, dafs sie sich so und so bewegen? Denke, ich
sage: “das ist das Bewegungsgesetz des Kreuzkopfes (die Zu-
ordnung seiner Lage — zur Lage der Kurbel etwa), wenn sich
die Lange der Kurbel und der Pleuelstange nicht &ndern”. Das
heifst wohl: Wenn sich die Lagen der Kurbel und des Kreuz-
kopfes so zueinander verhalten, dann sage ich, daff die Lange

der Pleuelstange gleich bleibt.
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“Wenn die Teile ganz starr wéren, wiirden sie sich so be-
wegen”: ist das eine Hypothese? Es scheint, nein. Denn wenn
wir sagen: “die Kinematik beschreibt die Bewegungen des Me-
chanismus unter der Voraussetzung, dafs seine Teile vollkom-
men starr sind”, so geben wir einerseits zu, dafs diese Voraus-
setzung in der Wirklichkeit nie zutrifft, anderseits soll es
keinem Zweifel unterliegen, dafy vollkommen starre Teile sich
so bewegen wiirden. Aber woher diese Sicherheit? Es handelt
sich hier wohl nicht um Sicherheit, sondern um eine
Bestimmung, die wir getroffen haben. Wir wissen nicht, dafs
Korper, wenn sie (nach den und den Kriterien) starr wéren,
sich so bewegen wiirden; wohl aber wiirden wir (unter Um-
stinden) Teile ‘starr’ nennen, die sich so bewegen — denke in so
einem Fall immer daran, daff ja die Geometrie (oder Kinema-
tik) keine Mefimethode spezifiziert, wenn sie von gleichen Lan-
gen oder vom Gleichbleiben einer Lange spricht. Wenn wir also
die Kinematik etwa die Lehre von der Bewegung vollkommen
starrer Maschinenteile nennen, so liegt hierin einerseits eine
Andeutung iiber die (mathematische) Methode: wir bestim-
men gewisse Distanzen als die Langen der Maschinenteile, die
sich nicht d&ndern; anderseits eine Andeutung iiber die Anwen-
dung des Kalkiils.
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Die Harte des logischen Mufs. Wie, wenn man sagte: das
Muf3 der Kinematik ist viel harter, als das kausale Muf3, das
einen Maschinenteil zwingt, sich so zu bewegen, wenn der
andere sich so bewegt? — Denk Dir, wir wiirden die Bewegungs-
weise des ‘vollkommen starren” Mechanismus durch ein kine-
matographisches Bild, einen Zeichenfilm, darstellen. Wie, wenn
man sagen wiirde, dies Bild sei vollkommen hart, und damit
meinte, wir hédtten dieses Bild als Darstellungsweise genom-
men, — was immer die Tatsachen seien, wie immer sich die Teile

des wirklichen Mechanismus biegen, oder dehnen mdogen. —
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Die Maschine (ihr Bau) als Symbol fiir ihre Wirkungs-
weise: Die Maschine — konnte ich zuerst sagen — ‘scheint ihre
Wirkungsweise schon in sich zu haben’. Was heifit das? Indem
wir die Maschine kennen, scheint alles Ubrige, namlich die Be-
wegungen, die sie machen wird, schon ganz bestimmt zu sein.
[ Siehe Anfang des zweiten Teiles] “Wir reden so, als kdnnten
sich diese Teile nur so bewegen, als konnten sie nichts andres
tun.” Wie ist es — vergessen wir also die Moglichkeit, daf3 sie
sich biegen, abbrechen, schmelzen kénnen, etc.? Ja; wir denken
in vielen Féllen garnicht daran. Wir gebrauchen eine Maschine,
oder das Bild einer Maschine, als Symbol fiir eine bestimmte
Wirkungsweise. Wir teilen z.B. Einem dieses Bild mit und set-
zen voraus, daf3 er die Erscheinungen der Bewegungen der Tei-
le aus ihm ableitet. (So wie wir jemand eine Zahl mitteilen
konnen, indem wir sagen, sie sei die fiinfundzwanzigste der
Reihe: 1, 4, 9, 16, - - - -) “Die Maschine scheint ihre Wirkungs-
weise schon in sich zu haben” heifit: Du bist geneigt, die kiinfti-
gen Bewegungen der Maschine in ihrer Bestimmtheit Gegen-
standen zu vergleichen, die schon in einer Lade liegen und von
uns nun herausgeholt werden. So aber reden wir nicht, wenn es
sich darum handelt, das wirkliche Verhalten einer Maschine
vorauszusagen; da vergessen wir, im allgemeinen, nicht die
Moglichkeiten der Deformation der Teile etc. Wohl aber, wenn
wir uns dariiber wundern, wie wir denn die Maschine als Sym-
bol einer Bewegungsweise verwenden konnen - da sie sich
doch auch ganz anders bewegen kann. Nun, wir konnten sagen,
die Maschine, oder ihr Bild, stehe als Anfang einer Bilderreihe,
die wir aus diesem Bild abzuleiten gelernt haben. Wenn wir

aber bedenken, dafs sich die Maschine auch anders héatte bewe-

71


file:///ts-222/#98.2+99.1+100.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/98.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/99.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/100.webp

gen konnen, so erscheint es uns leicht, als miifste in der Maschi-
ne als Symbol ihre Bewegungsart noch viel bestimmter enthal-
ten sein, als in der wirklichen Maschine. Es gentige da nicht,
daf3 dies die erfahrungsmaflig vorausbestimmten Bewegungen
seien, sondern sie miifiten eigentlich — in einem mysteriosen
Sinne — bereits gegenwirtig sein. Und es ist ja wahr: die Bewe-
gung des Maschinensymbols ist in anderer Weise vorausbe-

stimmt, als die einer gegebenen wirklichen Maschine.

“Es ist, als konnten wir die ganze Verwendung des
Wortes mit einem Schlag erfassen.” — Wie was z.B.? — Kann man
sie nicht — in gewissem Sinne — mit einem Schlag erfassen? Und
in welchem Sinne kannst Du dies nicht? Es ist eben, als konnten
wir sie in einem noch viel direkteren Sinne mit einem Schlag
erfassen. Aber hast Du dafiir ein Vorbild? Nein. Es bietet sich
uns nur diese Ausdrucksweise an als das Resultat sich

kreuzender Gleichnisse.

Du hast kein Vorbild dieser tiberméfiigen Tatsache, aber
Du wirst dazu verfiihrt, einen UberAusdruck zu gebrauchen. [—

Siehe “Ist es eine Verwechslung?”]
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Wann denkt man denn: die Maschine habe ihre mogli-
chen Bewegungen schon in irgend einer mysteridsen Weise in
sich? — Nun, wenn man philosophiert. Und was verleitet uns,
das zu denken? Die Art und Weise, wie wir von der Maschine
reden. Wir sagen z.B., die Maschine habe (besifle) diese Bewe-
gungsmoglichkeiten, wir sprechen von der ideal starren
Maschine, die sich nur so und so bewegen kdnne. — — Die Bewe-
gungsmaoglichkeit, was ist sie? Sie ist nicht die Bewegung; aber
sie scheint auch nicht die blofle physikalische Bedingung der Be-
wegung zu sein, etwa, dafs zwischen Lager und Zapfen ein ge-
wisser Zwischenraum ist, der Zapfen nicht zu streng ins Lager
pafst. Denn dies ist zwar erfahrungsmifSig die Bedingung der Be-
wegung, aber man konnte sich die Sache auch anders vorstel-
len. Die Bewegungsmoglichkeit soll mehr wie ein Schatten der
Bewegung selber sein. Aber kennst Du so einen Schatten? Und
unter Schatten verstehe ich nicht irgendein Bild der Bewegung;
denn dies Bild miifSte ja nicht das Bild gerade dieser Bewegung
sein. Aber die Moglichkeit dieser Bewegung mufs die Moglich-
keit gerade dieser Bewegung sein. (Sieh’, wie hoch die Wellen
der Sprache hier gehen.) Die Wellen legen sich, so wie wir uns
fragen: wie gebrauchen wir denn, wenn wir von einer Maschi-
ne reden, das Wort “Moglichkeit der Bewegung”? — Woher ka-
men aber dann diese seltsamen Ideen? Nun, ich zeige Dir die
Moglichkeit der Bewegung etwa durch ein Bild der Bewegung;:
‘also ist die Moglichkeit etwas der Wirklichkeit Ahnliches’. Wir
sagen: “es bewegt sich noch nicht, aber es hat schon die Mog-
lichkeit sich zu bewegen”, “also ist die Moglichkeit etwas der
Wirklichkeit sehr Nahes’. Wir mogen zwar bezweifeln, ob die

und die physikalische Bedingung diese Bewegung moglich
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macht, aber wir diskutieren nie, ob dies die Moglichkeit dieser
oder jener Bewegung sei: “also steht die Mdoglichkeit der Bewe-
gung zur Bewegung selbst in einer einzigartigen Relation, en-
ger, als die des Bildes zu seinem Gegenstand’, denn es kann be-
zweifelt werden, ob dies das Bild dieses oder jenes Gegenstan-
des ist. Wir sagen: “die Erfahrung wird lehren, ob dies dem
Zapfen diese Bewegungsmoglichkeit gibt”, aber wir sagen
nicht: “die Erfahrung wird lehren, ob dies die Moglichkeit
dieser Bewegung ist”: “also ist es nicht Erfahrungstatsache, daf3
diese Moglichkeit die Moglichkeit gerade dieser Bewegung ist’.
Wir achten auf unsere eigene Ausdrucksweise, diese Dinge be-
treffend, verstehen sie aber nicht, sondern mifddeuten sie. Wir
sind, wenn wir philosophieren, wie Wilde, wie primitive Men-
schen, die die Ausdrucksweise zivilisierter Menschen horen, sie
mifideuten und nun seltsame Schliisse aus dieser Deutung zie-
hen. Denke Dir, es verstiinde Einer unsre Vergangenheitsform

“"i

nicht: “er ist hier gewesen”. — — Er sagt: ““er ist’, das ist die Ge-
genwart, also sagt jener Satz, dafl die Vergangenheit in einem

gewissen Sinne gegenwartig ist”.
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“Aber ich meine nicht, dafs, was ich jetzt (beim Erfassen)
tue, die kiinftige Verwendung kausal und erfahrungsgemafs be-
stimmt, sondern daf3, in einer seltsamen Weise diese Verwen-
dung selbst in irgendeinem Sinne, gegenwirtig ist.” — Aber “in
irgendeinem Sinne’ ist sie es ja! (Wir sagen ja auch: “die Ereig-
nisse der vergangenen Jahre sind mir gegenwartig”.) Eigentlich
ist an dem, was Du sagst, falsch nur der Ausdruck: “in seltsa-
mer Weise”. Das Ubrige ist richtig; und seltsam erscheint der
Satz nur, wenn man sich zu ihm ein anderes Sprachspiel vor-
stellt, als das, worin wir ihn tatsdchlich verwenden. (Jemand
sagte mir, er habe sich als Kind dariiber gewundert, wie denn
der Schneider ‘ein Kleid nihe’ — er dachte, dies heifSe, es werde
durch blofles Nahen ein Kleid erzeugt, indem ndamlich Faden an

Faden gendht wiirde.)

Die unverstandene Verwendung des Wortes wird als
Ausdruck eines seltsamen Vorgangs gedeutet. (Wie man sich
die Zeit als seltsames Medium, die Seele als seltsames Wesen
denkt.) Die Schwierigkeit aber entsteht hier in allen Fallen

durch die Vermischung von “ist” und “heifst”.

Die Verbindung, die keine kausale, erfahrungsmaéfige,
sondern eine viel strengere und hértere sein soll, ja, so fest, dafs
das Eine irgendwie schon das Andere ist, ist immer eine Ver-

bindung in der Grammatik.

Woher weif$ ich, dafd dies Bild meine Vorstellung von der
Sonne ist? — Ich nenne es Vorstellung von der Sonne. Ich verwen-

de es als Bild der Sonne.
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“Es ist, als konnten wir die ganze Verwendung des Wor-
tes mit einem Schlag erfassen.” — Wir sagen ja, dafd wir es tun.
D.h., wir beschreiben ja, manchmal, was geschieht , mit diesen
Worten. Aber es ist an dem, was geschieht, nichts Erstaunli-
ches, nichts Seltsames. Seltsam wird es, wenn wir dazu gefiihrt
werden, zu denken, dafd die kiinftige Entwickelung auf irgend-
eine Weise schon im Akt des Erfassens gegenwirtig sein mufd
und doch nicht gegenwiértig ist. — Denn wir sagen, es bestehe
kein Zweifel, dafs wir das Wort - - - -. verstehen und anderseits
liegt seine Bedeutung in seiner Verwendung. Es ist kein
Zweifel, dafs ich jetzt Schach spielen will; aber das Schachspiel
ist dies Spiel durch alle seine Regeln (u.s.f.). Weifs ich also nicht,
was ich spielen wollte, ehe ich gespielt habe? Oder aber, sind
alle Regeln in meinem Akt der Intention enthalten? Ist es nun
Erfahrung, die mich lehrt, dafs auf diesen Akt der Intention fiir
gewohnlich diese Art des Spielens folgt? Kann ich also doch
nicht sicher sein, was ich zu tun beabsichtigte? Und wenn dies
Unsinn ist, welcherlei iiber-starre Verbindung besteht zwischen
dem Akt der Absicht und dem Beabsichtigten? — — Wo ist die
Verbindung gemacht zwischen dem Sinn der Worte “Spielen

’I/

wir eine Partie Schach!” und allen Regeln des Spiels? — Im Re-
gelverzeichnis des Spiels, im Schachunterricht, in der téglichen

Praxis des Spielens.

Die logischen Gesetze sind allerdings der Ausdruck von
‘Denkgewohnheiten’, aber auch von der Gewohnheit zu denken.
D.h., man kann sagen, sie zeigten: wie Menschen denken und
auch, was Menschen “denken” nennen. [— Bemerkung tiber
Denkgewohnheiten & Denkfaulheit im Notizbuch ]

76


file:///ts-222/#104.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/104.webp
file:///ts-222/#105.1+106.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/105.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-222/106.webp

Siehe auch S. 173

Frege nennt ‘ein Gesetz des menschlichen Fiirwahrhal-
tens”: “Es ist den Menschen - - - - unmoglich, einen Gegenstand
als von ihm selbst verschieden anzuerkennen”. — Wenn ich den-
ke, dafd mir das unmdoglich ist, so denke ich, daf3 ich versuche, es
zu tun. Ich schaue also auf meine Lampe und sage: “diese Lam-
pe ist verschieden von ihr selbst”. (Aber es riihrt sich nichts.)
Ich sehe nicht etwa, dafs es falsch ist, sondern ich kann damit
garnichts anfangen. (Aufler, wenn die Lampe im Sonnenlicht
flimmert, dann kann ich das ganz gut durch diesen Satz aus-
driicken.) Man kann sich auch in eine Art Denkkrampf
versetzen, in welchem man tut, als versuchte man, das Unmog-
liche zu denken und es geldnge nicht. Ahnlich, wie man auch
tun kann, als versuchte man (vergeblich) einen Gegenstand aus
der Ferne durch blofies Wollen an sich heran zu ziehen. (Dabei
schneidet man etwa gewisse Gesichter, so, als wollte man dem
Ding durch Mienen zu verstehen geben, es solle herkommen.)

[~ Siehe Bemerkung tiber Identitit]

Die Sdtze der Logik sind ‘Denkgesetze’, ‘weil sie das
Wesen des menschlichen Denkens zum Ausdruck bringen” —
richtiger aber: weil sie das Wesen, die Technik (Watson), des
Denkens zum Ausdruck bringen, oder zeigen. Sie zeigen, was

das Denken ist, und auch Arten des Denkens.

Die Logik — kann man sagen — zeigt, was wir unter

“Satz” und unter “Sprache” verstehen. —
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Denk Dir diese seltsame Moglichkeit: Wir hitten uns
bisher immer in der Multiplikation 12 x 12 verrechnet. Ja, es ist
unbegreiflich, wie das geschehen konnte, aber es ist geschehen.
Also ist alles falsch, was man so ausgerechnet hat! — — Aber
was macht das? Es macht ja garnichts! — Dann mufs also etwas
falsch sein in unsrer Idee von Wahrheit und Falschheit der

mathematischen Satze.

Aber ist es denn unmdglich, dafd ich mich in der
Rechnung geirrt habe? Und wie, wenn mich ein Teufelchen irrt,
so daf$ ich irgend etwas immer wieder iibersehe, so oft ich
auch, Schritt fiir Schritt nachrechne. Sodafs, wenn ich aus der
Verhexung erwachte, ich sagen wiirde: “ja, war ich denn
blind!” — Aber welchen Unterschied macht es, wenn ich dies
‘annehme’? Ich konnte dann sagen: “Ja ja, die Rechnung ist
gewif falsch — aber so rechne ich. Und das nenne ich nun ad-

dieren, und diese Zahl die Summe dieser beiden.”

Denke, jemand wiirde so behext, dafs er rechnete:

33 3 3 2
CNCN N \A

I I
1

[T
2345678910
also4x3+2=10

Nun soll er seine Rechnung anwenden. Er nimmt viermal 3
Niisse und noch 2, und verteilt sie unter 10 Leute; und jeder er-
hélt eine Nufs: denn er teilt sie, den Bégen der Rechnung ent-
sprechend, aus und so oft er Einem eine zweite Nufs gibt, ist sie

verschwunden.
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Widerspruch

Man koénnte auch sagen; Du schreitest in dem Be-
weis von Satz zu Satz; aber 1dfst Du Dir denn auch eine Kontrol-
le dafiir gefallen, dafs Du richtig gegangen bist? — Oder sagst
Du blofs, “Es muf stimmen” und mifst alles andere mit dem
Satz, den Du erhaltst?

Denn, wenn es so ist, dann schreitest Du nur von
Bild zu Bild.

Es konnte praktisch sein, mit einem Mafistab zu
messen, der die Eigenschaft hat, sich auf etwa die Hélfte seiner
Lange zusammen zu ziehen, wenn er aus diesem Raum in je-
nen gebracht wird. Eine Eigenschaft, die ihn unter andern Ver-
héltnissen zum MafSstab untauglich machen wiirde. Es konnte
praktisch sein, beim Abzdhlen einer Menge, unter gewissen
Umstdnden, Ziffern auszulassen; sie abzuzidhlen: 1, 2,4, 5, 7, 8,
10.
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Was geht da vor, wenn Einer versucht, eine
Figur mit ihrem Spiegelbild durch Verschieben in der Ebene
zur Deckung zu bringen und es ihm nicht gelingt? Er legt sie in
verschiedener Weise aufeinander, blickt auf die Teile, die sich
nicht decken, ist unbefriedigt, sagt etwa: “es mufl doch gehen”,
und legt die Figuren wieder anders zusammen. Was geht vor,
wenn Einer versucht ein Gewicht aufzuheben und es ihm nicht
gelingt, weil das Gewicht zu schwer ist? Er nimmt die und die
Stellung ein, fafst das Gewicht an und spannt die und die Mus-
keln an, dann 143t er es los und gibt etwa Zeichen der Unbefrie-
digung. Worin zeigt sich die geometrische, logische,
Unmoglichkeit der ersten Aufgabe? “Nun er hitte doch an ei-
nem Bild oder in andrer Weise zeigen kénnen, wie das aus-
sieht, was er im zweiten Versuch anstrebt.” Aber er behauptet,
das auch im ersten Fall zu konnen, indem er zwei gleiche, kon-
gruente, Figuren miteinander zur Deckung bringt. — Was sollen
wir nun sagen? Dafs diese beiden Falle eben verschieden sind?
Aber so sind ja auch Bild und Wirklichkeit im zweiten Fall.

Was wir liefern, sind eigentlich Bemerkungen
zur Naturgeschichte des Menschen; aber nicht kuriose Beitrédge,
sondern Feststellungen von Fakten, an denen niemand gezwei-
felt hat, und die dem Bemerktwerden nur entgehen, weil sie

sich standig vor unsern Augen herumtreiben.
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Wir lehren jemand eine Methode, Niisse unter
Leute zu verteilen; ein Teil dieser Methode ist das Multiplizie-
ren zweier Zahlen im Dezimalsystem. Wir lehren jemand ein
Haus errichten; dabei auch, wie er sich die geniigenden Men-
gen von Material, etwa Brettern, anschaffen soll, hiezu eine
Technik des Rechnens. Die Technik des Rechnens ist ein Teil der
Technik des Hausbaues. Leute verkaufen und kaufen Scheit-
holz; die Stofie werden mit einem Mafistab gemessen, die Mafs-
zahlen der Lange, Breite, Hohe multipliziert, und was dabei
herauskommt, ist die Zahl der Groschen, die sie zu fordern und
zu geben haben. Sie wissen nicht, ‘warum” dies so geschieht,
sondern sie machen es einfach so: so wird es gemacht. —

Rechnen diese Leute nicht?

Wer so rechnet, muf$ er einen ‘arithmetischen Satz’
aussprechen? Wir lehren freilich die Kinder das Einmaleins in
Form von Sitzchen, aber ist das wesentlich? Warum sollten sie
nicht einfach: rechnen lernen? Und wenn sie es konnen, haben

sie nicht Arithmetik gelernt?

Aber in welchem Verhiltnis steht dann die Begriin-

dung eines Rechenvorgangs zu der Rechnung selbst?

“Ja, ich verstehe, dafd dieser Satz aus diesem folgt.”

— Verstehe ich, warum er folgt, oder verstehe ich nur, daff er
folgt?

Wie, wenn ich gesagt hitte: Jene Leute zahlen fiir’s
Holz auf Grund der Rechnung; sie lassen sich die Rechnung als
Beweis dafiir gefallen, dafs sie soviel zu zahlen haben. — Nun, es

ist einfach eine Beschreibung ihres Vorgehens (Benehmens).
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Jene Leute — wiirden wir sagen — verkaufen das
Holz nach dem Kubikmaf — — aber haben sie darin recht? Ware
es nicht richtiger, es nach dem Gewicht zu verkaufen - oder
nach der Arbeitszeit des Féllens — oder nach der Miihe des Fal-
lens, gemessen am Alter und an der Stirke des Holzfallers?
Und warum sollten sie es nicht fiir einen Preis hergeben, der
von alledem unabhéngig ist: jeder Kdufer zahlt ein und dassel-
be, wieviel immer er nimmt (man hat gefunden, dafy man so le-
ben kann). Und ist etwas dagegen zu sagen, dafs man das Holz

einfach verschenkt?

Gut; aber wie, wenn sie das Holz in Stofe von be-
liebigen, verschiedenen Hohen schlichteten und es dann zu
einem Preis proportional der Grundflache der Stofie verkauf-
ten? Und wie, wenn sie dies sogar mit den Worten begriinde-

ten: “Ja, wer mehr Holz kauft, muf$ auch mehr zahlen.”

Wie konnte ich ihnen nun zeigen, daff — wie ich
sagen wiirde — der nicht wirklich mehr Holz kauft, der einen
Stofd von groierer Grundflache kauft? — Ich wiirde z.B. einen,
nach ihren Begriffen, kleinen Stof$ nehmen und ihn durch Um-
legen der Scheiter in einen ‘grofien” verwandeln. Das kdnnte sie
iiberzeugen — vielleicht aber wiirden sie sagen: “ja, jetzt ist es
viel Holz und kostet mehr” — und damit wére es Schlufs. — Wir
wiirden in diesem Falle wohl sagen: sie meinen mit “viel Holz”
und “wenig Holz” einfach nicht das Gleiche, wie wir; und sie

haben ein ganz anderes System der Bezahlung, als wir.
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(Eine Gesellschaft, die so handelt, wiirde uns viel-
leicht an die “Klugen Leute” in dem Mairchen erinnern.) [—
[Der Satz S. 173 “Die Logik - ---.” konnte vielleicht hierher

kommen] |

Frege sagt im Vorwort der Grundgesetze der
Arithmetik: “- - - -. hier haben wir eine bisher unbekannte Art
der Verriicktheit” — aber er hat nie angegeben, wie diese

“Verriicktheit” wirklich aussehen wiirde.

Worin besteht die Ubereinstimmung der Menschen
beziiglich der Anerkennung einer Struktur als der eines
Beweises? Darin. daf§ sie Worte als Sprache gebrauchen? Als
das, was wir “Sprache” nennen. Denke Dir Menschen, die Geld
im Verkehr gebrauchten, ndmlich Miinzen, die so aussehen wie
unsere Miinzen, aus Gold oder Silber sind und gepragt; und sie
geben sie auch fiir Waren her — — aber jeder gibt fiir die Waren,
was ihm gerade gefdllt und der Kaufmann gibt dem Kunden
nicht mehr, oder weniger, je nachdem er bezahlt; kurz, dies
Geld, oder was so aussieht, spielt bei ihnen eine ganz andere
Rolle als bei uns. Wir wiirden uns diesen Leuten viel weniger
verwandt fiihlen, als solchen, die noch gar kein Geld kennen
und eine primitive Art des Tauschhandels treiben. — “Aber die
Miinzen dieser Leute werden doch auch einen Zweck haben!” —
Hat denn alles, was man tut, einen Zweck? Etwa religiose
Handlungen -. Es ist schon moglich, dafl wir geneigt waren,
Menschen, die sich so benehmen, Verriickte zu nennen. Aber
doch nennen wir nicht alle die Verrtickte, die in den Formen
unserer Kultur dhnlich handeln, Worte ‘zwecklos” verwenden.

(Denke an die Kronung eines Konigs!)
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Zum Beweis gehort Ubersichtlichkeit. Ware der
Prozef3, durch den ich das Resultat erhalte, uniibersehbar, so
konnte ich zwar das Ergebnis, dafd diese Zahl herauskommt,
vermerken — welche Tatsache aber soll es mir bestédtigen? ich

weif$ nicht: “was herauskommen sol/’.

Wire es moglich, dafl Leute heute eine unsrer Be-
rechnungen durchgingen und von den Schliissen befriedigt wa-
ren, morgen aber ganz andere Schliisse ziehen wollen, und
einen andern Tag wieder andere? Ja, kann man sich nicht
denken, daf3 dies mit einer GesetzmifSigkeit so geschihe; daf3,
wenn er einmal diesen Ubergang macht, er ‘eben darum’ das
ndchste Mal einen andern macht, und darum (etwa) das néachs-
te Mal wieder den ersten? (Ahnlich, wie wenn in einer Sprache
die Farbe, die einmal “rot” genannt wird, darum beim nédchsten
Male anders genannt wiirde und beim tiiberndchsten wieder
“rot”, u.s.f.; dies konnte Menschen so natiirlich sein. Man
konnte es ein Bediirfnis nach Abwechslung nennen.) Sind

unsere Schlufigesetze ewig & unveranderlich?
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Ist es nicht so: Solange man denkt, es kann nicht
anders sein, zieht man logische Schliisse. Das heifst wohl: so-
lange das und das gar nicht in Frage gezogen wird. Die Schritte,
welche man nicht in Frage zieht, sind logische Schliisse. Aber
man zieht sie nicht darum nicht in Frage, weil sie ‘sicher der
Wahrheit entsprechen’” — oder dergl. — sondern, dies ist eben,
was man ‘Denken’, ‘Sprechen’, ‘Schlieflen’, ‘Argumentieren’,
nennt. Es handelt sich hier garnicht um irgendeine Entspre-
chung des Gesagten mit der Realitdt; vielmehr ist die Logik vor
einer solchen Entsprechung; ndmlich in dem Sinne, in welchem
die Festlegung der Mefimethode wvor der Richtigkeit oder

Falschheit einer Langenangabe ist.

[— Siehe S. 173

Ist die MafSeinheit willkiirlich

> 3 Bemerkungen Bd. XIII auch Bd. XI1I / S. 133/3]

Wird es nun experimentell festgestellt, ob sich ein
Satz aus dem andern ableiten 148t? — Es scheint, ja! Denn ich
schreibe gewisse Zeichenfolgen hin, richte mich dabei nach ge-
wissen Paradigmen — dabei ist es allerdings wesentlich, dafs ich
kein Zeichen iibersehe, oder dafs es sonstwie abhanden kommt
— und was bei diesem Vorgang entsteht, davon sage ich, es fol-
ge. — — Dagegen ist ein Argument dies: Wenn 2 und 2 Apfel
nur 3 Apfel geben, d.h., wenn 3 Apfel daliegen, nachdem ich
zwei und wieder zwei hingelegt habe, sage ich nun nicht: “2 +
2 ist also doch nicht immer 4”; sondern: “Einer muf$ irgendwie

weggekommen sein”.
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Aber inwiefern mache ich ein Experiment, wenn
ich dem schon hingeschriebenen Beweis nur folge? Man konnte
sagen: “Wenn Du diese Kette von Umformungen ansiehst, —
kommt es Dir nicht auch so vor, als stimmten sie mit den Paradig-

men?”

Wenn das also ein Experiment genannt werden
soll, dann wohl ein psychologisches. — Der Anschein des Stim-
mens kann ja auf einer Sinnestduschung beruhen. Und so ist es
ja auch manchmal, wenn wir uns verrechnen. Man sagt auch:
“Das kommt mir heraus.” Und es ist doch wohl ein

Experiment, das zeigt, dafs dies mir herauskommt.

Man konnte sagen: Das Resultat des Experi-
ments ist dies, dafd ich, am Ende, beim Resultat des Beweises

angelangt, mit Uberzeugung sage: “Ja, es stimmt.”

Ist eine Berechnung ein Experiment? — Ist es ein
Experiment, wenn ich morgens aus dem Bett steige? Aber
konnte dies nicht ein Experiment sein, — welches zeigen soll, ob
ich nach so und soviel Stunden Schlafes die Kraft habe, mich zu
erheben? Und was fehlt dieser Handlung dazu, dies Experi-
ment zu sein? — Blofs, dafs sie nicht zu diesem Zwecke, d.h., in
der Verbindung mit einer solchen Untersuchung ausgefiihrt
wird. Experiment ist etwas durch den Gebrauch, der davon

gemacht wird.
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Ist ein Experiment, in welchem wir die Beschleunigung beim
freien Fall beobachten, ein physikalisches Experiment, oder ist
es ein psychologisches, das zeigt, was Menschen, unter solchen
Umstdnden, sehen? — — Kann es nicht beides sein? Hangt das
nicht von seiner Umgebung ab: von dem, was wir damit

machen, dariiber sagen?

Wenn man einen Beweis als Experiment auffafst, so
ist das Resultat des Experiments jedenfalls nicht das, was man
das Resultat des Beweises nennt. Das Resultat der Rechnung ist
der Satz, mit welchem sie abschliefdt; das Resultat des Experi-
ments ist: daff ich von diesen Sidtzen durch diese Regeln zu

diesem Satz gefiihrt wurde.

Aber nicht daran haftet unser Interesse, dafd die
und die (oder alle) Menschen von diesen Regeln so geleitet
worden sind (oder so gegangen sind); es gilt uns als selbstver-
stindlich, daff die Menschen - ‘wenn sie richtig denken
konnen” — so gehen. Wir haben jetzt aber einen Weg erhalten, so-
zusagen durch die Fufsstapfen derer, die so gegangen sind. Und
auf diesem Weg geht nun der Verkehr vor sich - zu

verschiedenen Zwecken.

Erfahrung lehrt mich freilich, wie die Rechnung ausgeht;

aber damit erkenne ich sie noch nicht an.
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Die Erfahrung hat mich gelehrt, daff das diesmal heraus-
gekommen ist, dafs es fiir gewohnlich herauskommt; aber sagt
das der Satz der Mathematik? Die Erfahrung hat mich gelehrt,
dafs ich diesen Weg gegangen bin. Aber ist das die mathemati-
sche Aussage? — Was sagt er aber? In welchem Verhiltnis steht
er zu diesen Erfahrungssidtzen? Der mathematische Satz hat die
Wiirde einer Regel. Das ist wahr daran, dafs Mathematik Logik
ist: sie bewegt sich in den Regeln unsrer Sprache. Und das gibt
ihr ihre besondere Festigkeit, ihre abgesonderte und

unangreifbare Stellung.
Mathematik unter den Urmafien niedergelegt

Aber wie —, dreht sie sich in diesen Regeln hin und her? —
Sie schafft neue und neue Regeln: baut immer neue Strafien des

Verkehrs; indem sie das Netz der alten weiterbaut.

Aber bedarf sie denn dazu nicht einer Sanktion? Kann
sie das Netz denn beliebig weiterfithren? Nun, ich konnte ja sa-
gen: der Mathematiker erfindet immer neue Darstellungsfor-
men. Die einen, angeregt durch praktische Bediirfnisse, andre
aus dsthetischen Bediirfnissen, und noch mancherlei anderen.
Und denke Dir hier einen Gartenarchitekten, der Wege fiir eine
Gartenanlage entwirft; es kann wohl sein, daf$ er sie blof als
ornamentale Bander auf dem Reifibrett zieht und garnicht

daran denkt, daf$ jemand je auf ihnen gehen wird.

Der Mathematiker ist ein Erfinder, kein Entdecker.
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Erfahrung lehrt, dafs beim Auszdhlen, wenn wir die Fin-
ger einer Hand brauchen, oder irgend eine Gruppe von Din-
gen, dieso | | | | | ausschaut, und an ihnen abzdhlen: Ich,
Du, Ich, Du, etc. das erste Wort auch das letzte ist. “Aber mufS es
denn nicht so sein?” — — Ist es denn so unvorstellbar, dafd Einer
die Gruppe | | | | | (z.B.) als Gruppe | | || | | sieht,

in der die beiden Mittelstriche verschmolzen sind und dement-
sprechend den Mittelstrich zweimal =zdhlt. (Ja, das

Gewohnliche ist es nicht. —)

Wie aber ist es, wenn ich Einen erst darauf aufmerksam
mache, dafd das Ergebnis des Auszdhlens durch den Anfang
vorausbestimmt ist, und er es nun versteht und sagt: “Ja frei-
lich, — es muf3 ja so sein!” Was ist das fiir eine Erkenntnis? — Er

hat sich etwa das Schema aufgezeichnet:

Und sein Raisonnement wire etwa: “Es ist doch so, wenn ich

auszdhle. — Alsomufs * - -+ -
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(Damit hdangt zusammen: Wir moéchten manchmal sa-
gen, “es mufi doch einen Grund haben, warum auf dieses
Thema - in einem Sonatensatz etwa — gerade das Thema folgt”.
Als Grund wiirden wir eine gewisse Beziehung der beiden
Themen, eine Verwandtschaft, einen Gegensatz, oder derglei-
chen, anerkennen. — Aber wir kénnen ja eine solche Beziehung
konstruieren: sozusagen eine Operation, die das eine Thema
aus dem andern erzeugt; aber damit ist uns nur gedient, wenn
diese Beziehung eine uns wohlbekannte ist. Es ist also, als
miifite die Folge dieser Themen einem in uns schon vorhande-
nen Paradigma entsprechen. Von einem Gemilde, das zwei
menschliche Gestalten zeigt, konnte man dhnlich sagen: “Es
mufs einen Grund haben, warum gerade diese zwei Gesichter
uns einen solchen Eindruck machen.” Wir méchten — heifst das
— diesen Eindruck der beiden Gesichter wo anders wieder fin-
den — in einem anderen Gebiet. — Aber ob er wieder zu finden
ist? Man konnte auch fragen: Welche Zusammenstellung von
Themen hat eine Pointe, welche keine? Oder: Warum hat diese
Zusammenstellung eine Pointe und die keine? Das mag nicht
leicht zu sagen sein! Oft konnen wir sagen: “Diese entspricht

einer Geste, diese nicht.”)
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I App |

Kénnte ich nicht sagen, zwei Worter — schreiben wir sie
“non” und “ne” — hitten dieselbe Bedeutung, sie seien beide

Verneinungszeichen- aber
nonnonp =p

und

nene p =nep?

(In den Wortsprachen bedeutet eine doppelte Verneinung sehr
oft eine Verneinung.) Warum nenne ich dann aber beide “Ver-
neinungen”? Was haben sie miteinander gemein? Nun, es ist
klar, ein grofier Teil ihrer Verwendung ist ihnen gemeinsam.
Das 16st aber unser Problem noch nicht. Denn wir méchten
doch sagen: Auch, dafs die doppelte Verneinung eine Bejahung
ist, mufs fiir beide stimmen, wenn wir nur die Verdoppelung
entsprechend auffassen. Aber wie? — Nun so, wie es z.B. durch

Klammern ausgedriickt werden kann.
(nene) p=nep,ne (nep) =p

Wir denken gleich an einen analogen Fall der Geometrie: “Zwei
halbe Drehungen addiert heben einander auf”, “Zwei halbe

Drehungen addiert sind eine halbe Drehung”.

[Figuren |
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Sla

Es kommt eben darauf an, wie wir sie addieren

(Wir stofien hier auf eine merkwiirdige (und charakteristi-
sche) Erscheinung in philosophischen Untersuchungen: Die
Schwierigkeit — konnte ich sagen - ist nicht, die Losung zu
finden, sondern, etwas als die Losung anzuerkennen, was aus-
sieht, als wéare es erst eine Vorstufe zu ihr. Wir haben schon
alles gesagt. — Nicht etwas, was daraus folgt, sondern eben das
ist die Losung! Das hdngt, glaube ich, damit zusammen, daf3
wir fdlschlich eine Erkldrung erwarten; wahrend eine Beschrei-
bung die Losung der Schwierigkeit ist, wenn wir sie richtig in
unsere Betrachtung einordnen. Wenn wir bei ihr verweilen und

nicht versuchen, iiber sie hinauszukommen.)
“Das ist bereits alles, was sich dartiber sagen lafit.” —

“non non p” als Verneinung des verneinten Satzes auffassen,
das ist im besonderen Fall etwa: eine Erklarung der Art “non
non p = non (non p)” geben. ?§ Y “Wenn ‘ne’ eine Verneinung
ist, so mufs ‘ne ne p’, wenn es nur entsprechend aufgefafst wird,
gleich p sein.” “Wenn man ne ne p” als Negation von p nimmt,
mufs man die Verdoppelung anders auffassen.” Man mochte
sagen: “’Verdoppelung’ heifit dann etwas anderes, darum ergibt
sie jetzt eine Verneinung”, also: daf$ sie jetzt eine Verneinung

ergibt ist die Folge ihrer anderen Bedeutung. “Ich meine sie
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jetzt als Verstarkung”, wiirde man sagen. Wir setzen statt der
Meinung den Ausdruck der Meinung. Richte Deinen Blick auf

den Ausdruck der Meinung
[— Siehe Ne 60 |

Worin mag das gelegen haben, als ich die doppelte Vernei-
nung sagte, dafs ich sie als Verstarkung meinte? Die Verdoppe-
lung als Aufhebung meinen, war z.B. die Klammern zu setzen.
— “Ja, aber diese Klammern selbst konnen doch verschiedene
Rollen spielen; denn wer sagt, daf8 sie in ‘non (non p)” im ge-
wohnlichen Sinn als Klammern aufzufassen seien und nicht
z.B. die erste als Trennungsstrich zwischen den beiden ‘non’,
die zweite als Schlufspunkt des Satzes?” — Niemand sagt es.
Und Du hast ja Deine Auffassung jetzt wieder durch Worte er-
setzt. Was die Klammern bedeuten, wird sich in ihrem Ge-
brauch zeigen und, in anderm Sinn, liegt es etwa im Rhythmus

des Gesichtseindrucks von ‘non (non-p)".
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B Soll ich nun sagen: die Bedeutungen von “non” und “ne”
seien etwas verschieden? Sie seien verschiedene Abarten der
Verneinung? — Das wiirde niemand sagen. Denn, wiirde man
einwenden, heifst dann “geh nicht in dieses Zimmer!” vielleicht
nicht genau dasselbe wie gewthnlich, wenn wir die Regel auf-
stellen “nicht nicht” solle als Verneinung gebraucht werden? —
Dagegen aber mochte man einwenden: “Wenn die beiden Sitze
‘ne P’ und ‘non P’ ganz dasselbe sagen, wie kann dann ‘ne ne’
nicht dasselbe bedeuten wie ‘non non’?” Aber hier setzen wir
eben einen Symbolismus voraus — d.h., nehmen ihn zum Vor-
bild — in welchem aus me p = non p’ folgt, daff die beiden
Worter in allen Fillen gleich verwendet werden. Die Drehung
um 180° und die Verneinung sind im besonderen Fall tatsdch-
lich dasselbe, und die Anwendung des Satzes ‘non non p = p’

von der Art der Anwendung einer bestimmten Geometrie.

Was meint man damit: ‘ne ne p’, auch wenn es nach dem
Ubereinkommen ‘ne p” bedeutet, kénnte auch als aufgehobene
Verneinung gebraucht werden? — Man mochte sagen: “‘ne’, mit
der Bedeutung, die wir ihm gegeben haben, konnte sich selbst
aufheben, wenn wir es nur richtig applizieren.” Was meint man
damit? (Die beiden halben Drehungen in der gleichen Rich-
tung konnten einander aufheben, wenn sie entsprechend
zusammengesetzt wiirden.) “Die Bewegung der Verneinung
‘ne’ kann sich selbst autheben”. Aber wo ist diese Bewegung?
Man mochte natiirlich von einer geistigen Bewegung der Ver-
neinung reden, zu deren Ausfithrung das Zeichen ‘ne” nur das

Signal gibt.
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BB Wir konnen uns (leicht) Menschen mit einer “primitiveren’
Logik denken, in der es etwas unserer Verneinung Entspre-
chendes nur fiir gewisse Sétze gibt; fiir solche etwa, die keine
Verneinung enthalten. In der Sprache dieser Menschen konnte
man dann einen Satz wie “Er geht in dieses Haus” verneinen;
sie wiirden aber eine Verdoppelung der Verneinung als blofse

Wiederholung, nie als Aufthebung der Verneinung verstehen.

BB Die Frage, ob fiir diese Menschen die Verneinung dieselbe
Bedeutung hat, wie fiir uns, wire dann analog der, ob die Ziffer
2" fiir Menschen, deren Zahlenreihe mit 5 endigt dasselbe

bedeutet wie fiir uns.
[— Y §28S.258]

Denken wir, ich fragte: Zeigt es sich uns klar, wenn wir
die Sédtze aussprechen “dieser Stab ist 1 m lang” und “hier steht
1 Soldat”, daf8 wir mit ‘1" verschiedenes meinen, dafs ‘1’ ver-
schiedene Bedeutungen hat? — Es zeigt sich uns garnicht. Be-
sonders, wenn wir einen Satz sagen wie: “Auf je 1 m steht 1
Soldat, auf 2 m 2 Soldaten u.s.w.”. Gefragt, “Meinst Du dassel-
be mit den beiden Einsern”, wiirde man etwa antworten:
“freilich meine ich dasselbe: — eins!” (wobei man etwa einen
Finger in die Hohe hebt).
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Wer “p=-p“Hfoderauch“p = p”) einen “notwendigen

Satz der Logik” nennt (nicht, eine Bestimmung tiber die von
uns angenommene Darstellungsart) der hat auch die Tendenz
zu sagen, dieser Satz gehe aus der Bedeutung der Verneinung
hervor. Wenn in einer dialektischen Redeweise die doppelte
Verneinung als Verneinung gebraucht wird, wie in “er hat nir-
gends nichts gefunden”, so sind wir geneigt zu sagen: eigentlich
heifle das, er habe {iberall etwas gefunden. Uberlegen wir, was

dieses “eigentlich” heifst! —

Angenommen, wir hdtten zwei Systeme der Langenmes-
sung; eine Lange wird in beiden durch ein Zahlzeichen ausge-
driickt, diesem folgt ein Wort, welches das Mafssystem angibt.
Das eine System bezeichnet eine Lange als “n Fuf8” und Fufs ist
eine Langeneinheit im gewohnlichen Sinne; im andern System

wird eine Lange mit “n W” bezeichnet und
1Fufs =1W.

Aber: 2 W = 4 Fuf}, 3 W = 9 Fuf3, usw. — Also heifst der Satz
“dieser Stock ist 1 W lang” dasselbe wie, “dieser Stock ist 1 Fuf3
lang”. Frage: Hat in diesen beiden Satzen “W” und “Fufs” die-
selbe Bedeutung? Die Frage sollte lauten: “Ist W = Fufs?” Nun

wir sagtenija - -
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Die Frage ist falsch gestellt. Das sieht man, wenn wir Be-
deutungsgleichheit durch eine Gleichung ausdriicken. Die Fra-
ge kann dann nur lauten: “Ist W = Fuf3, oder nicht?” — Die Sat-
ze, in denen diese Zeichen stehen, verschwinden in dieser Be-
trachtung. — Ebensowenig kann man natiirlich in dieser Termi-

i

nologie fragen, ob “ist” das gleiche bedeutet wie “ist”; wohl

"
€

aber, ob
1 Ful =1 W, aber Fuf$ +# W.

das gleiche bedeutet wie “ = ”. Nun, wir sagten ja:

Hat nun “ne” dieselbe Bedeutung wie “non”? — Kann ich
“ne” statt “non” setzen? — “Nun, an gewissen Stellen wohl, an
andern nicht.” — Aber danach fragte ich nicht. Meine Frage war:

kann man, ohne weitere Qualifikation “ne” statt “non

gebrauchen? — Nein.

“ne’ und ‘non’ heifsen in diesem Fall genau dasselbe.” —
Und zwar was? — “Nun, man solle das und das nicht tun.” —
Aber damit hast Du nur gesagt, dafs in diesem Fall ne p = non
p ist und das leugnen wir nicht. Wenn Du erkldrst ne ne p = ne
p, non non p = p, so gebrauchst Du die beiden Worter eben in
verschiedener Weise; und hélt man dann an der Auffassung
fest, dafs, was sie in gewissen Kombinationen ergeben, von
ihrer Bedeutung ‘abhingt’, der Bedeutung, die sie mit sich her-
umtragen, dann muf$ man also sagen, sie miissen verschiedene
Bedeutungen haben, wenn sie, auf gleiche Weise zusammenge-

setzt, verschiedene Resultate ergeben konnen.
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Man mochte etwa von der Funktion, der Tatigkeit, Wir-
kungsweise des Wortes in diesem Satz reden wie von der Funk-
tion eines Hebels in einer Maschine. Aber worin besteht diese
Funktion? Wie tritt sie zutage? Denn es ist ja nichts verborgen!
wir sehen ja den ganzen Satz. Die Funktion mufs sich im Laufe
des Kalkiils zeigen. Man will aber sagen: “non’ tut dasselbe
mit ‘p’, was ne’ tut: es kehrt ihn um”. Aber das sind nur
andere Worte fiir: “non p = ne p”. Immer wieder der Gedanke,
das Bild daf3, was wir vom Zeichen sehen, nur eine Aufdenseite
zu einem Innern ist, worin sich die eigentlichen Prozesse des

Sinnes und der Bedeutung abspielen.

Wenn aber der Gebrauch der Zeichen seine Bedeutung ist
... Ist es nun nicht merkwiirdig, daf$ ich sage, das Wort “ist”
werde in zwei verschiedenen Bedeutungen (als ‘¢” und * = ")
gebraucht, und nicht sagen mochte, seine Bedeutung sei sein
Gebrauch als Man mochte sagen, diese beiden Arten des
Gebrauchs geben nicht eine Bedeutung; die Personalunion

durch das gleiche Wort sei ein unwesentlicher Zufall.

Aber wie kann ich entscheiden, welches ein wesentlicher
und welches ein unwesentlicher, zufilliger Zug der Notation
ist? Liegt denn eine Realitdt hinter der Notation, nach der sich
ihre Grammatik richtet? Denken wir an einen dhnlichen Fall im
Spiel: Im Damespiel wird eine Dame dadurch gekennzeichnet,
dafd man zwei Spielsteine aufeinanderlegt. Wird man nun nicht
sagen, es sei fiir das Spiel unwesentlich, dafd eine Dame aus

zwei Steinen besteht?
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Sagen wir: die Bedeutung eines Steines (einer Figur) ist
ihre Rolle im Spiel. — Nun werde vor Beginn jeder Schachpartie
durch das Los entschieden, welcher der Spieler Weif3 erhalt.
Dazu halte der eine Spieler in jeder geschlossenen Hand einen
Schachkonig und der andere wihle auf gut Gliick eine der bei-
den Hande. Wird man es nun zur Rolle des Konigs im Schach-

spiel rechnen, dafs er beim Auslosen verwendet wird?

Ich bin also geneigt auch im Spiel zwischen wesentlichen
und unwesentlichen Regeln zu unterscheiden. Das Spiel, moch-

te ich sagen, hat nicht nur Regeln, sondern auch einen Witz.

Wozu das gleiche Wort? Wir machen ja im Kalkiil keinen
Gebrauch von dieser Gleichheit! Wozu fiir Beides die gleichen
Steine? — Aber was heif3t es hier “von der Gleichheit Gebrauch
machen”? Ist es denn nicht ein Gebrauch, wenn wir eben das

gleiche Wort gebrauchen?

Hier scheint es nun, als hitte der Gebrauch des gleichen
Worts, des gleichen Steines, einen Zweck — wenn die Gleichheit
nicht zuféllig, unwesentlich, ist. Und als sei der Zweck, daf3
man den Stein wiedererkennen, und wissen konne, wie man zu
spielen hat. Ist da von einer physikalischen oder einer logi-
schen Moglichkeit die Rede? Wenn das Letztere, so gehort eben
die Gleichheit der Steine zum Spiel.
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Das Spiel soll doch durch die Regeln bestimmt sein! Wenn
also eine Spielregel vorschreibt, daff zum Auslosen vor der
Schachpartie die Kénige zu nehmen sind, so gehort das, we-
sentlich, zum Spiel. Was konnte man dagegen einwenden? Daf3
man den Witz dieser Vorschrift nicht einsehe. Etwa, wie man
auch den Witz einer Vorschrift nicht einsdhe, jeden Stein drei-
mal umzudrehen, ehe man mit ihm zieht. Finden wir diese Re-
gel in einem Brettspiel, so wiirden wir uns wundern, und Ver-
mutungen {iber den Zweck so einer Regel anstellen. (“Sollte
diese Vorschrift verhindern, daf man ohne Uberlegung

zieht?”)

“Wenn ich den Charakter des Spiels richtig verstehe”,

konnte ich sagen, “so gehort das nicht wesentlich dazu”.

Denken wir uns aber die beiden Amter in einer Person

vereinigt als ein altes Herkommen.

Man sagt: der Gebrauch des gleichen Wortes ist hier un-
wesentlich, weil die Gleichheit keine Uberginge iiberbriickt.
Aber damit beschreibt man nur den Charakter des Spiels,

welches man spielen will.

“Was bedeutet das Wort ‘a’ im Satz F(a)’”? “Was bedeutet
das Wort a im Satze Fa den Du soeben ausgesprochen hast?”

“Was bedeutet das Wort - - - - in diesem Satz?”
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I App 11

Das Uberraschende kann in der Mathematik zweierlei vol-
lig verschiedene Rollen spielen. Man kann den Wert einer ma-
thematischen Gedankenreihe darin erblicken, dafd sie etwas
uns Uberraschendes zutage fordert: — weil es von groSem Inter-
esse, von grofier Wichtigkeit ist, zu sehen, wie ein Sachverhalt
durch die und die Art seiner Darstellung {iberraschend, oder

erstaunlich, oder auch paradox wird.

Hievon aber verschieden ist, eine, heute herrschende Auf-
fassung, der das Uberraschende, das Erstaunliche, darum als
Wert gilt, weil es zeige, in welche Tiefe die mathematische Un-
tersuchung dringt; — wie wir den Wert eines Teleskops daran
ermessen konnten, daf$ es uns Dinge zeigt, die wir ohne dieses
Instrument nicht hétten ahnen kénnen. Der Mathematiker sagt
gleichsam: “Siehst Du, das ist doch wichtig, das héttest Du
ohne mich nicht gewuft.” So als wiren durch diese Uberlegun-
gen, als durch eine Art hoheren Experiments, erstaunliche, ja
die erstaunlichsten Tatsachen ans Licht gefordert worden. Der

Mathematiker aber ist kein Entdecker, sondern ein Erfinder.
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“Das ist ein tiberraschendes Resultat!” — Wenn es Dich {iber-
rascht, dann hast Du es noch nicht verstanden. Denn die Uber-
raschung ist hier nicht legitim, wie beim Ausgang eines Experi-
ments. Da — mochte ich sagen — darfst Du Dich ihrem Reiz hin-
geben; aber nicht, wenn sie Dir am Ende einer Schlufikette zu-
teil wird. Denn da ist sie nur ein Zeichen dafiir, dafs noch Un-
klarheit, oder ein Mifdverstandnis herrscht. “Aber warum soll
ich nicht tiberrascht sein, daf$ ich dahin geleitet worden bin?” —
Denk Dir Du héttest einen langen algebraischen Ausdruck vor
Dir; es sieht zuerst aus, als liefle er sich nicht wesentlich
kiirzen; dann aber siehst Du eine Moglichkeit der Kiirzung und
nun geht sie weiter, bis der Ausdruck zu einer kompakten
Form zusammenschrumpft. Kénnen wir (hier) nicht iiber dies
Resultat {iberrascht sein? (Beim Patience-Legen geschieht dhn-
liches.) Gewifs, und es ist eine angenehme Uberraschung; und
sie ist von psychologischem Interesse, denn sie zeigt ein Phiano-
men des Nicht-Uberblickens und der Anderung des Aspekts
eines gesehenen Komplexes. Es ist interessant, dafs man es die-
sem Komplex nicht immer ansieht, daf’ er sich so kiirzen lafst;
ist aber der Weg der Kiirzung iibersichtlich vor unsern Augen,
so verschwindet die Uberraschung. Wenn man sagt, man sei
eben tiberrascht, dafd man dahin gefiihrt worden sei, so ist dies
keine ganz richtige Darstellung des Sachverhalts. Denn diese
Uberraschung hat man doch nur dann, wenn man den Weg
noch nicht kennt. Nicht, wenn man ihn ganz vor sich sieht. Daf3
dieser Weg, den ich ganz vor mir habe, da anfdngt, wo er an-
fangt, und da aufhort, wo er aufhort, das ist keine Uberra-
schung. Die Uberraschung und das Interesse kommen dann so-

zusagen von auflen. Ich meine— man kann sagen: “Diese mathe-
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matische Untersuchung hat grofses psychologisches Interesse”,

oder “grofies physikalisches Interesse”.

Ich staune immer wieder bei dieser Wendung des Themas;
obwohl ich es unzdhlige Male gehort habe und es auswendig
weifs. Es ist vielleicht sein Sinn, Staunen zu erwecken. Was soll
es dann heifSen, wenn ich sage: ‘Du darfst nicht staunen!"? Den-
ke an mathematische Rétselfragen. Sie werden gestellt, weil sie
tiberraschen; das ist ihr ganzer Sinn. Ich will (also) sagen: Du
sollst nicht glauben, es sei hier etwas verborgen, in das man
nicht Einsicht nehmen kann- —als seien wir durch einen unter-
irdischen Gang gegangen und kdmen nun irgendwo ans Licht,
ohne aber wissen zu konnen, wie wir dahin gekommen sind,
oder welches die Lage des Anfangs zum Ausgang des Tunnels
ist. Wie aber konnte man denn iiberhaupt in dieser Einbildung
sein? Was gleicht in der Rechnung einer Bewegung unter der
Erde? Was konnte uns denn dieses Bild nahe legen? Ich glaube:
daf kein Tageslicht auf diese Schritte fillt; daff wir den An-
fangs- und Endpunkt der Rechnung in einem Sinne verstehen,

in dem wir den iibrigen Gang der Rechnung nicht verstehen.

“Hier ist kein Geheimnis!” — aber wie konnten wir denn
glauben, dafs eines sei? — Nun, ich bin immer wieder den Weg
gegangen und war immer wieder {iberrascht; und auf den
Gedanken, dafs man hier etwas verstehen kann, bin ich nicht ge-
kommen. — “Hier ist kein Geheimnis”, heif$t also: Schau Dich

doch um!
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Ist es nicht, als sdhe man in einer Rechnung eine Art Kar-
tenaufschlagen? Man hat die Karten gemischt; man weifs nicht,
was dabei vor sich ging: aber am Ende lag obenauf der Zehner,
und das bedeutet ...

B Unterschied zwischen dem Werfen des Loses und dem
Auszéhlen vor einem Spiel. Kénnten aber nicht naive Men-
schen auch im Ernstfalle statt einen Mann auszulosen sich des

Auszéahlens bedienen?

Was tut der, der uns darauf aufmerksam macht, daf3 beim

Auszidhlen das Ergebnis abgekartet ist?
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BB ich will sagen: “Wir haben keinen Uberblick {iber das, was
wir gemacht haben, und deshalb kommt es uns geheimnisvoll
vor”. Denn nun steht ein Resultat vor uns, und wir wissen
nicht mehr, wie wir dazu gekommen sind, aber wir sagen (wir
haben gelernt zu sagen): “also muf es so sein”; und wir neh-
men es hin — und staunen dariiber. Kénnten wir uns nicht die-
sen Fall denken: Jemand hat eine Reihe von Befehlen, von der
Form “Du mufit jetzt so & so handeln” einzeln auf Karten ge-
schrieben. Er mischt diese Karten, liest die, welche obenauf zu
liegen kommt — und sagt: Also, ich muf das tun! — Denn das Le-
sen eines geschriebenen Befehls macht nun einmal einen be-
stimmten Eindruck, hat eine bestimmte Wirkung. Und ebenso
auch das Anlagen bei einer Schlufifolgerung. — Man konnte
aber vielleicht den Bann eines solchen Befehls brechen, indem
man diesem Menschen noch einmal klar vor Augen fiihrt, wie
er zu diesen Worten gelangt ist, und diesen Vorgang mit ande-
ren Vorgdngen vergleicht, — indem man z.B. sagt: “Es hat Dir

'I/

doch niemand den Befehl gegeben!” Und ist es nicht auch so,
wenn ich sage: “Hier ist kein Geheimnis”? — Er hatte ja, in
gewissem Sinne, nicht geglaubt, dafs ein Geheimnis vorliegt.
Aber er war unter dem Eindruck des Geheimnisses (wie der
Andere unter dem Eindruck eines Befehles). In einem Sinne
kannte er ja die Situation, aber er verhielt sich zu ihr (im
Gefiihl und im Handeln) “als ldge ein andrer Sachverhalt vor’ —

wie wir sagen wiirden.

BB “Eine Definition fiihrt Dich doch nur wieder einen Schritt
zuriick, zu etwas anderem nicht Definiertem.” Was sagt uns
das? Wufite das irgend jemand nicht? — Nein; aber konnte er es

nicht aus dem Auge verlieren?
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Oder: “Wenn Du schreibst ‘1, 4, 9, 16, ..., so hast Du nur
vier Zahlen angeschrieben, und vier Piinktchen” - worauf
machst Du da aufmerksam? Konnte jemand etwas anderes
glauben? Man sagt Einem in so einem Falle auch: “Damit hat
Du weiter nichts hingeschrieben als vier Zahlzeichen und ein
flinftes Zeichen— die Plinktchen”. Ja, wufSte er das nicht? Aber
kann er nicht doch sagen: Ja wirklich, ich habe die Piinktchen
nie als ein weiteres Zeichen in dieser Reihe aufgefafit, — das hier
so allerdings so aussieht, wie weitere fliichtig geschriebene
Ziffern, aber auch anders geschrieben werden konnte, daf3 es

den Charakter eines Buchstabens oder Zahlzeichens hatte.

Oder wie ist es, wenn man darauf aufmerksam macht,
dafy eine Linie im Sinne Euklids eine Farbengrenze ist und
nicht ein Strich; und ein Punkt der Schnitt solcher Farbengren-
zen und kein Tupfen? (Wie oft ist gesagt worden, dafs man sich

einen Punkt nicht vorstellen kann.)

Man kann in der Einbildung leben, denken- dafi es sich
so und so verhilt, ohne es zu glauben; d.h.: wenn man gefragt
wird, so weifs man es, hat man aber nicht auf die Frage zu
antworten, so weifs man es nicht, sondern man handelt und

denkt dann nach einer andern Ansicht.

Denn eine Ausdrucksform lafst uns so und so handeln.
Wenn sie unser Denken beherrscht, so mochten wir trotz aller
Einwendungen sagen: “in gewissem Sinne verhilt es sich doch
s0.” Obwohl er gerade auf den ‘gewissen Sinn” ankommt. (Sieh’

doch nur die Technik unserer elenden Zeitungen an!)
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I App 111

Man kann sich leicht eine Sprache denken, in der es keine
Frage- und keine Befehlsform gibt, sondern in der Frage und
Befehl in der Form der Behauptung ausgedriickt wird, in For-
men z.B., entsprechend unserem: “Ich mochte wissen, ob

-+.” und “Ich wiinsche, dafd - ---.”. Niemand wiirde doch
von einer Frage (etwa, ob es draufien regnet) sagen, sie sei
wahr oder falsch. Es ist freilich deutsch, dies von einem Satz,
“ich wiinsche zu wissen, ob **--.”, zu sagen. Wenn nun aber

diese Form immer statt der Frage verwendet wird? —

Die grofie Mehrzahl der Sitze, die wir aussprechen, schrei-
ben und lesen, sind Behauptungssitze. Und — sagst Du — diese
Sétze sind wahr oder falsch. Oder, wie ich auch sagen konnte,
mit ihnen wird das Spiel der Wahrheitsfunktionen (2J gespielt.
Denn die Behauptung ist nicht etwas, was zu dem Satz hinzu-
tritt, sondern ein wesentlicher Zug des Spiels, das wir mit ihm
spielen. Etwa vergleichbar dem Charakteristikum des Schach-
spiels, dafs es ein Gewinnen und Verlieren dabei gibt, und daf3
der gewinnt, der dem Andern den Konig nimmt. Freilich, es
konnte ein dem Schach sehr verwandtes Spiel geben, das darin
besteht, dafd man die Schachziige macht, aber ohne daf} es da-
bei ein Gewinnen und Verlieren gibt, oder die Bedingungen des

Gewinnens sind andere.
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Denke, man sagte: Ein Befehl besteht aus einem Vorschlag

(‘Annahme’) und dem Befehlen des Vorgeschlagenen.

Konnte man nicht Arithmetik treiben, ohne auf den
Gedanken zu kommen, arithmetische Sitze auszusprechen,
und ohne daf uns die Ahnlichkeit einer Multiplikation mit
einem Satz je auffiele? Aber wiirden wir nicht den Kopf schiit-
teln, wenn Einer uns eine falsch gerechnete Multiplikation
zeigte, wie wir es tun, wenn er uns sagt, es regne, wenn es nicht
regnet? — Doch; und hier liegt ein Punkt der Ankniipfung. Wir
machen aber auch abwehrende Gesten, wenn ein Hund sich
nicht benimmt, wie wir es wiinschen. Wir sind gewohnt, zu sa-
gen “2 mal 2 ist 4” und das Verbum “ist” macht dies zum Satz
und stellt scheinbar eine nahe Verwandtschaft her mit allem,
was wir ‘Satz” nennen; wihrend es sich nur um eine sehr

dufSerliche Beziehung handelt.

Gibt es wahre Sétze in Russell’s System, die nicht in seinem
System zu beweisen sind? — Was nennt man denn einen wahren

Satz in Russell’s System?

108


file:///ts-221a/#247.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/247.webp
file:///ts-221a/#247.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/247.webp
file:///ts-221a/#248.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/248.webp

B Was heift denn, ein Satz ‘ist wahr'? p ist wahr = p. (dies ist
die Antwort.) Man will also etwa fragen: unter welchen Um-
stinden behauptet man einen Satz? oder: wie wird die Behaup-
tung des Satzes im Sprachspiel gebraucht? Und die “Behaup-
tung des Satzes” ist hier entgegengesetzt dem Aussprechen des
Satzes etwa als Sprachiibung, — oder als Teil eines andern Sat-
zes, u. dergl.. Fragt man also in diesem Sinne: “Unter welchen
Umstdnden behauptet man in Russell’s Spiel einen Satz”, so ist
die Antwort: Am Ende eines seiner Beweise, oder als ‘Grund-
gesetz” (p.p.). Anders werden in diesem System Behauptungs-

sdtze in den Russell’schen Symbolen nicht verwendet.

“Kann es aber nicht wahre Sétze geben, die in diesem Sym-
bolismus angeschrieben sind, aber in dem System Russell’s
nicht beweisbar?” — “Wahre Sitze’, das sind also Satze, die in ei-
nem andern System wahr sind, d.h. in einem andern Spiel mit
Recht behauptet werden kénnen. Gewif; warum soll es keine
solchen Sétze geben; oder vielmehr: warum soll man nicht Sat-
ze — der Physik z.B. — in Russell’s Symbolen anschreiben? Die
Frage ist ganz analog der: Kann es wahre Sétze in Euklids Spra-
che geben, die in seinem System nicht beweisbar, aber wahr
sind? — Aber es gibt ja sogar Sitze, die in Euklid’s System
beweisbar, aber in einem andern System falsch sind. Kénnen
nicht Dreiecke — in einem andern System — dhnlich (sehr dhn-
lich) sein, die nicht gleiche Winkel haben? — “Aber das ist doch
ein Witz! sie sind ja dann nicht im selben Sinne einander “dhn-
lich’!” — Freilich; und ein Satz, der nicht in Russell’s System zu
beweisen ist, ist im andern Sinne “wahr” oder “falsch”, als ein

Satz der ‘Principia Mathematica”.
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BB 1ch stelle mir vor, es fragte mich Einer um Rat; er sagt: “Ich
habe einen Satz (ich will ihn mit “P” bezeichnen) in Russell’s
Symbolen konstruiert, und den kann man durch gewisse Defi-
nitionen und Transformationen so deuten, daf er sagt: ‘P ist
nicht in Russell’s System beweisbar’. Mufs ich nun von diesem
Satz nicht sagen: einerseits er sei wahr, anderseits er sei unbe-
weisbar? Denn angenommen, er wére falsch, so ist es also wahr,
daf$ er beweisbar ist! Und das kann doch nicht sein. Und ist er
bewiesen, so ist bewiesen, daf$ er nicht beweisbar ist! So kann
er also nur wahr, aber unbeweisbar sein.” So wie wir fragen: “in
welchem System ‘beweisbar’?”, so miissen wir auch fragen: “in
welchem System ‘wahr’?”. ‘In Russell’s System wahr” heifst, wie
gesagt: in Russell’s System bewiesen; und ‘in Russell’s System
falsch” heifdt: das Gegenteil sei in Russell’s System bewiesen. —
Was heifit nun Dein: “angenommen, er sei falsch”? In Russell’s
Sinne heifit es: “angenommen das Gegenteil sei in Russell’s
System bewiesen”; ist das Deine Annahme, so wirst Du jetzt die
Deutung, er sei unbeweisbar, wohl aufgeben. Und unter dieser
Deutung verstehe ich die Ubersetzung in diesem deutschen
Satz. — Nimmst Du an, der Satz sei in Russell’s System
beweisbar, so ist er damit in Russell’s Sinne wahr und die Deu-
tung “P ist nicht beweisbar” ist wieder aufzugeben. Nimmst
Du an, der Satz sei in Russell’s Sinne wahr, so folgt das Gleiche.
Ferner: soll der Satz in einem andern als Russell’s Sinne falsch
sein: so widerspricht dem nicht, daff er in Russell’s System
bewiesen ist. (Was im Schach “verlieren” heifst, kann doch in

einem andern Spiel das Gewinnen ausmachen.)
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B} Was heifit es denn: “P” und “P ist unbeweisbar” seien der
gleiche Satz? Es heifst, daf3 diese zwei deutschen Sitze in der

und der Notation einen Ausdruck haben.

“Aber P kann doch nicht beweisbar sein, denn, angenom-
men es wire bewiesen, so wére der Satz bewiesen, er sei nicht
beweisbar.” Aber wenn dies nun bewiesen wire, oder wenn ich
glaubte — vielleicht durch Irrtum - ich hitte es bewiesen,
warum sollte ich den Beweis nicht gelten lassen und sagen, ich

miisse meine Deutung “unbeweisbar” zuriickziehen?

Nehmen wir an, ich beweise die Unbeweisbarkeit (in Rus-
sell’s System) von P; so habe ich mit diesem Beweis P bewie-
sen. Wenn nun dieser Beweis einer in Russell’s System wire, —
dann hatte ich also zu gleicher Zeit seine Zugehorigkeit und
Unzugehorigkeit zum Russell’schen System bewiesen. — Das
kommt davon, wenn man solche Sétze bildet. — Aber hier ist ja
ein Widerspruch! — Nun so ist hier ein Widerspruch. Schadet er

hier etwas?

Schadet der Widerspruch, der entsteht wenn Einer sagt:
“Ich liige. — Also liige ich nicht. — Also liige ich. Etc.” Ich meine:
ist unsere Sprache dadurch weniger brauchbar, daff man in die-
sem Fall aus einem Satz nach den gewohnlichen Regeln sein
Gegenteil und daraus wieder ihn folgern kann? — der Satz selbst
ist unbrauchbar, und ebenso dieses Schliisseziehen; aber war-
um soll man es nicht tun? — Es ist eine brotlose Kunst! — Es ist
ein Sprachspiel, das Ahnlichkeit mit dem Spiel des

Daumenfangens hat.

111


file:///ts-221a/#250.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/250.webp
file:///ts-221a/#250.3+251.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/250.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/251.webp
file:///ts-221a/#251.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/251.webp
file:///ts-221a/#251.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/251.webp

Interesse erhilt so ein Widerspruch nur dadurch, dafs er
Menschen gequailt hat und dadurch zeigt, wie aus der Sprache
quélende Probleme wachsen konnen; und was fiir Dinge uns

qudlen konnen.

Ein Beweis der Unbeweisbarkeit ist quasi ein geometri-
scher Beweis; ein Beweis, die Geometrie der Beweise betref-
fend. Ganz analog einem Beweise etwa, dafd die und die Kon-
struktion nicht mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar ist. Nun ent-
hélt so ein Beweis ein Element der Vorhersage, ein physikali-
sches Element. Denn als Folge dieses Beweises sagen wir ja
einem Menschen: “Bemiih” Dich nicht, eine Konstruktion (der
Dreiteilung des Winkels, etwa) zu finden, — man kann bewei-
sen, daf$ es nicht geht.” Das heif$t: es ist wesentlich, daf$ sich der
Beweis der Unbeweisbarkeit in dieser Weise soll anwenden
lassen. Er muf3 — konnte man sagen — fiir uns ein triftiger Grund
sein, die Suche nach einem Beweis (also einer Konstruktion der
und der Art) aufzugeben. Ein Widerspruch ist als eine solche

Vorhersage unbrauchbar.
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Ob etwas mit Recht der Satz genannt wird “X ist unbe-
weisbar”, hangt davon ab, wie wir diesen Satz beweisen. Nur
der Beweis zeigt, was als das Kriterium der Unbeweisbarkeit
gilt. Der Beweis ist ein Teil des Systems von Operationen, des
Spiels, worin der Satz gebraucht wird, und zeigt uns seinen
‘Sinn’. Es ist also die Frage ob der “Beweis der Unbeweisbar-
keit” von p hier ein triftiger Grund ist zur Annahme dafs ein
Beweis von p nicht gefunden werden wird. Der Satz “p ist un-
beweisbar” hat einen andern Sinn, nach dem — als ehe er bewie-
sen ist. Ist er bewiesen, so ist er die Schlufifigur des Unbeweis-
barkeitsbeweises. — Ist er unbewiesen, so ist ja noch nicht klar,
was als Kriterium seiner Wahrheit zu gelten hat, und sein Sinn

ist — kann man sagen — noch verschleiert.
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Wie, soll ich nun annehmen, ist P bewiesen? Durch einen
Unbeweisbarkeitsbeweis? oder auf eine andere Weise? Nimm
an, durch einen Unbeweisbarkeitsbeweis. Nun, um zu sehen,
was bewiesen ist, schau auf den Beweis! Vielleicht ist hier
bewiesen, dafd die und die Form des Beweises nicht zu P fiihrt.
— Oder, es sei P auf eine direkte Art bewiesen — wie ich einmal
sagen will —, dann folgt also der Satz “P ist unbeweisbar”, und
es mufs sich nun zeigen, wie diese Deutung der Symbole von P
mit der Tatsache des Beweises kollidiert und warum sie hier
aufzugeben sei. Angenommen aber, ~ P sei bewiesen. — Wie be-
wiesen? Etwa dadurch, dafs P direkt bewiesen ist — denn dar-
aus folgt, dafl es beweisbar ist, also ~ P. Was soll ich nun
aussagen: “P”, oder “~ P”? Warum nicht beides? Wenn mich je-
mand fragt: “Was ist der Fall — P, oder nicht-P?”, so antworte
ich: “ P” steht am Ende eines Russell’schen Beweises, Du
schreibst also im Russell’schen System: “ - P”; anderseits ist es
aber eben beweisbar und dies driickt man durch “ = ~ P” aus,
dieser Satz aber steht nicht am Ende eines Russell’schen Bewei-
ses, gehort also nicht zum Russell’schen System. — Als die
Deutung “P ist unbeweisbar” fiir P gegeben wurde, da kannte
man ja diesen Beweis fiir P nicht und man kann also nicht
sagen “P” sage: dieser Beweis existierte nicht. — Ist der Beweis
hergestellt, so ist damit eine neue Lage geschaffen: Und wir ha-
ben nun zu entscheiden, ob wir dies einen Beweis (noch einen
Beweis), oder ob wir dies noch die Aussage der Unbeweisbar-
keit nennen wollen. Angenommen ~ P sei direkt bewiesen; es
ist also bewiesen, daf sich P direkt beweisen 14f3t! Das ist also
wieder eine Frage der Deutung — es sei denn, dafl wir nun auch

einen direkten Beweis von P haben. Wire es nun so, nun, so
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wiére es so. — (Die aberglaubische Angst und Verehrung der

Mathematiker vor dem Widerspruch.)

“Aber angenommen, der Satz ware nun falsch — und daher
beweisbar! -7 Warum nennst Du ihn “falsch’? Weil Du einen Be-
weis siehst? — Oder aus andern Griinden? Dann macht es ja
nichts. Man kann ja den Satz des Widerspruchs sehr wohl
falsch nennen, mit der Begriindung z.B., daf} wir sehr oft mit
gutem Sinn auf eine Frage antworten: “Ja, und nein.” Und
ebenso den Satz “p = p”: weil wir die Verdoppelung der
Verneinung als eine Verstirkung der Verneinung verwenden
und nicht blof3 als ihre Aufhebung.

Du sagst: “+ -+ -.” also ist P wahr und unbeweisbar.” Das
heifit wohl: “Also = P.” Von mir aus — aber zu welchem Zweck
schreibst Du diese ‘Behauptung’ hin? (Das ist, als héitte jemand
aus gewissen Prinzipien iiber Naturformen und Baustil abgelei-
tet, auf den Mount Everest, wo niemand wohnen kann, gehore
ein Schlofichen im Barockstile.) Und wie kénntest Du mir die
Wahrheit der Behauptung plausibel machen, da Du sie ja zu

nichts weiter brauchen kannst als zu jenen Kunststiickchen?
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Man muf$ sich hier daran erinnern, dafd die Sitze der
Logik so konstruiert sind, daf sie als Information keine Anwen-
dung in der Praxis haben. Man kénnte also sehr wohl sagen, sie
seien garnicht Sitze; und daff man sie {iberhaupt hinschreibt,
bedarf einer Rechtfertigung. Fiigt man diesen ‘Sdtzen” nun ein
weiteres satzartiges Gebilde andrer Art hinzu, so sind wir hier
schon erst recht im Dunkeln dariiber, was dieses System von
Zeichenkombinationen nun fiir eine Anwendung, fiir einen
Sinn haben soll, denn der blofe Satzklang dieser Zeichenverbin-

dungen gibt ihnen ja eine Bedeutung noch nicht.
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_
Ansitze

In wiefern beweist die Diagonalmethode, daf es eine Zahl gibt

die — sagen wir — keine Quadratwurzel ist? —

SRS

N\

Es ist nattirlich dufSerst leicht zu zeigen ‘dafd es Zahlen gibt die

keine Quadratwurzeln sind” — aber wie zeigt es diese Methode?
[Ansitze]

Haben wir denn einen allgemeinen Begriff davon, was es heifst:
zeigen dafi es eine Zahl gibt die keine dieser unendlichen
Menge ist? Denken wir, jemand hitte diese Aufgabe erhalten
eine Zahl zu nennen die von allen 2y/n verschieden ist; er hatte
aber vom Diagonalverfahren nichts gewufst & hétte die Zahl v2
als Losung genannt; & gezeigt daf sie keine 2y/n ist. — Oder er

hitte gesagt: nimm die /2 = 1'4142 ... & subtrahiere 1 von der
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ersten Dezimale, im {iibrigen aber sollen die Stellen mit \/2

tibereinstimmen 1°3142 ... kann keine y/n sein.

“Nenne mir eine Zahl die mit /2 an jeder zweiten Dezimal-
stelle tibereinstimmt!” Was fordert diese Aufgabe? — Die Frage
ist: ist sie befriedigt durch die Antwort: Es ist die Zahl die man
nach der Regel erhilt: entwickle /2 & addiere 1 oder — 1 zu
jeder zweiten Dezimalstelle? Es ist ebenso wie die Aufgabe:
Teile einen Winkel in 3 Teile dadurch als gelost betrachtet

werden kann, daff man 3 gleiche Winkel an einander legt.

[Ansitze]

Wenn einem auf die Aufforderung: “Zeige mir eine Zahl die
von allen diesen verschieden ist”, die Diagonalregel zur Ant-
wort gegeben wird, warum soll er nicht sagen: “Aber so hab
ich’s ja nicht gemeint!”? Was Du mir gegeben hast ist eine Regel
Zahlen sukzessive herzustellen, die von jeder von diesen nach
der Reihe verschieden sind. “Aber warum willst Du das nicht
auch eine Methode nennen, eine Zahl zu kalkulieren?” — Aber
was ist hier die Methode des Kalkulierens & was das
Kalkulierte? Du wirst sagen sie seien eins, denn man kann nun
z.B. sagen: die Zahl D ist grofer als ... & kleiner als ...; man
kann sie quadrieren etc. etc.. Ist die Frage nicht eigentlich:
Wozu kann man diese Zahl brauchen. Ja, das klingt sonderbar. —
Aber es heifst eben in welcher mathematischen Umgebung

steht sie.

[Ansitze]
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Ich vergleiche also Methoden des Kalkulierens. — Aber da gibt
es ja sehr verschiedene Methoden des Vergleichens. Ich soll
aber in irgend einem Sinne die Resultate der Methoden mit ein-
ander vergleichen. Aber da wird schon alles unklar, denn in ei-
nem Sinne haben sie nicht jede ein Resultat, oder es ist nicht von
vornherein klar was hier in jedem Falle als das Resultat zu be-
trachten ist. Ich will sagen es ist hier jede Gelegenheit gegeben

die Bedeutungen zu drehen & zu wenden. —

Sagen wir einmal — nicht: “Die Methode gibt ein Resultat”,
sondern: “sie gibt eine unendliche Reihe von Resultaten”. Wie
vergleiche ich unendliche Reihen von Resultaten? Ja, da gibt es

sehr Verschiedenes, was ich so nennen kann.

B Es heifit hier immer: Blicke weiter um Dich!

[Ansitze]

Das Resultat einer Kalkulation in der Wortsprache ausgedriickt
ist mit MifStrauen zu betrachten. Die Rechnung beleuchtet die
Bedeutung des Wortausdrucks. Sie ist das feinere Instrument
zur Bestimmung der Bedeutung. Willst Du wissen was der
Wortausdruck bedeutet, so schau auf die Rechnung; nicht um-
gekehrt. Der Wortausdruck wirft nur einen matten allgemeinen
Schein auf die Rechnung; die Rechnung aber ein grelles Licht
auf den Wortausdruck. (Als wolltest Du die Hohen zweier Ber-
ge nicht durch Hohenmessung vergleichen sondern durch ihr

scheinbares Verhéltnis wenn man sie von unten anschaut.)
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BB ‘ich will Dich eine Methode lehren wie Du in einer Ent-
wicklung allen diesen Entwicklungen nach der Reihe auswei-
chen kannst” So eine Methode ist das Diagonalverfahren. —
“Also erzeugt sie eine Reihe, die von allen diesen verschieden
ist.” Ist das richtig? — Ja; wenn Du ndmlich diese Worte auf

diesen, oben beschriebenen Fall anwenden willst.

BB [Ansitze]

Wie wire es mit dieser Konstruktionsmethode: Die Diagonal-
zahl wird durch Addition oder Subtraktion von 1 erzeugt, aber
ob zu addieren oder zu subtrahieren ist erfahrt man erst, wenn
man die urspriingliche Reihe um mehrere Stellen fortgesetzt
hat. Wie wenn man nun sagte: die Entwicklung der Diagonal-
reihe holt die Entwicklung der andern Reihen nie ein; — gewifs
die Diagonalreihe weicht jeder der Reihen aus wenn sie sie
trifft, aber das niitzt ihr nichts da die Entwicklung der andern
Reihen ihr wieder voraus ist. Ich kann hier doch sagen: es gibt
immer eine der Reihen fiir die nicht bestimmt ist ob sie von der
Diagonalreihe verschieden ist oder nicht. Man kann sagen: sie
laufen einander ins Unendliche nach aber immer die urspriing-
liche Reihe voran. “Aber Deine Regel reicht doch schon in’s Un-
endliche, also weifst Du doch schon genau daf8 die Diagonal-

Reihe von jeder andern verschieden sein wird!”———

[Ansitze]

Es heifst nichts zu sagen: “Also sind die X-Zahlen nicht abzahl-
bar”. Man konnte etwa sagen: Den Zahlbegriff X nenne ich un-

abzdhlbar, wenn festgesetzt ist, daf3, welche der unter ihn fal-

120


file:///ms-117/#101.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-117/101.webp
file:///ms-117/#101.3+102.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-117/101.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-117/102.webp
file:///ms-117/#102.2+103.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-117/102.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-117/103.webp

lenden Zahlen immer Du in eine Reihe bringst die Diagonal-

zahl dieser Reihe auch unter ihn fallt.

[Ansitze]

Da meine Zeichnung ja doch nur die Andeutung der Unendlich-

keit ist, warum muf ich so zeichnen:

>

Y

& nicht so:

» ad inf

ad inf

Y
ad inf

Hier haben wir eben verschiedene Bilder; & ihnen entsprechen
verschiedene Redeweisen. Aber kommt denn dabei etwas

Niitzliches heraus, wenn wir {iber ihre Berechtigung streiten?
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Das Wichtige muffs doch woanders liegen; wenn auch diese

Bilder unsre Phantasie am stiarksten erhitzen.
Wozu lafit sich der Begriff ‘unabzéhlbar’ verwenden?

Man konnte doch sagen— wenn Einer tagaus tagein ver-
suchte ‘alle Irrationalzahlen in eine Reihe zu bringen’: “Lafd
das! es heifdt nichts; siehst Du nicht: wenn Du eine Reihe aufge-
stellt hittest, so kdme ich Dir mit der Diagonalreihe!” Das
konnte ihn von seiner Beschiftigung abbringen. Nun, das wére
ein Nutzen. Und mir kommt vor das wire auch der ganze & ei-
gentliche Zweck dieser Methode. Sie bedient sich des vagen Be-
griffes dieses Menschen, der gleichsam idiotisch drauflos arbei-
tet & bringt ihn durch ein Bild zur Ruhe. (Man kénnte ihn aber
durch ein andres Bild auch wieder zur Weiterfiihrung seines

Unternehmens bringen.)

Die Methode fiihrt etwas vor, — was man auf sehr vage
Weise die Demonstration davon nennen kann, dafs sich diese
Rechnungsmethoden nicht in eine Reihe ordnen lassen. Und

die Bedeutung des “diese” ist hier eben vag gehalten.

Ein gescheiter Mann hat sich in diesem Sprachnetz gefan-

gen: Also mufs es ein interessantes Sprachnetz sein.
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Der Fehler beginnt damit daff man sagt die Kardinalzah-
len liefsen sich in eine Reihe ordnen. Welchen Begriff hat man
denn von diesem Ordnen? Ja man hat nattirlich einen von einer
endlichen Reihe, aber das gibt uns ja hier hochstens eine vage
Idee einen Leitstern fiir die Bildung eines Begriffs.) Der Begriff
selbst ist ja von dieser & einigen andern Reihen abstrahiert;
oder: der Ausdruck bezeichnet eine gewisse Analogie von Fal-
len & man kann ihn etwa dazu beniitzen um ein Gebiet, von
dem man reden will vorldufig abzugrenzen. Damit ist aber
nicht gesagt, dafy die Frage einen klaren Sinn hat: “Ist die
Menge R. in eine Reihe zu ordnen?” Denn diese Frage bedeutet
nun etwa: Kann man mit diesen Gebilden etwas tun was dem
Ordnen der Kardinalzahlen in eine Reihe entspricht. Wenn
man also fragt: “Kann man die Reellen Zahlen in eine Reihe
ordnen?” So konnte die gewissenhafte Antwort sein: “Ich kann
mir vorldufig gar nichts Genaues darunter vorstellen”. — “Aber
Du kannst doch z.B. die Wurzeln & die algebraischen Zahlen in
eine Reihe ordnen; also verstehst Du doch den Ausdruck!” -
Richtiger gesagt ich habe hier gewisse analoge Gebilde, die ich
mit dem gemeinsamen Namen “Reihen” benenne. Aber ich
habe noch keine sichere Briicke von diesen Féllen zu dem ‘aller
reellen Zahlen’. Ich habe auch keine allgemeine Methode um
zu versuchen ob sich die oder die Menge “in eine Reihe ordnen
1a65t". Nun zeigt man mir das Diagonalverfahren & sagt: “hier
hast Du nun den Beweis, dafs dieses Ordnen hier nicht geht”.
Aber ich kann antworten: “Ich weifs — wie gesagt — nicht, was es
ist, was hier nicht geht.” Wohl aber sehe ich: Du willst einen Un-
terschied zeigen in der Verwendung von “Wurzel”, “algebrai-

sche Zahl”, etc. einerseits & “reelle Zahl” anderseits. Und zwar
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etwa so: Die Wurzeln nennen wir “reelle Zahlen” & die Diago-
nalzahl, die aus den Wurzeln gebildet ist auch. Und dhnlich mit
allen Reihen reeller Zahlen. Daher hat es keinen Sinn von einer
“Reihe aller reellen Zahlen” zu reden, weil man ja auch die Dia-
gonalzahl der Reihe eine “reelle Zahl” nennt. — Wére das nicht
etwas dhnlich, wie wenn man gewohnlich jede Reihe von Bii-
chern selbst ein Buch nennte & nun sagte: “Es hat keinen Sinn
von ‘der Reihe aller Biicher” zu reden, da jede Reihe selbst ein
Buch ist.”

Es ist hier sehr niitzlich sich vorzustellen, daf3 das Diago-
nalverfahren zur Erzeugung einer reellen Zahl langst vor der
Erfindung der Mengenlehre bekannt & auch den Schulkindern
geldufig gewesen wére, wie es ja sehr wohl hitte sein konnen.
So wird ndmlich der Aspekt der Entdeckung Cantors geéndert.
Diese Entdeckung hitte sehr wohl bloff in der Interpretation

dieser altbekannten, elementaren Rechnung liegen kénnen.

Die Rechnung selbst ist ja niitzlich. Die Aufgabe wire
etwa: Schreibe eine Dezimalzahl an die verschieden ist von den
Zahlen:

0-12467980-34698760-01276490-3426794----

Man denke sich eine lange Reihe.

Das Kind denkt sich: Wie soll ich das machen ich miifste ja auf
alle die Zahlen zugleich schauen um zu vermeiden daf} ich
nicht doch eine von ihnen anschreibe. Die Methode sagt nun:

durchaus nicht; dndere die erste Stelle der ersten Zahl, die
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zweite der zweiten, etc. etc. & Du bist sicher eine Zahl hinge-
schrieben zu haben, die mit keiner der gegebenen tiberein-
stimmt. Die Zahl die man so erhidlt konnte immer die

Diagonalzahl genannt werden.

Das Gefdhrliche, Tauschende, der Fassung “Man kann die
reellen Zahlen nicht in eine Reihe ordnen” oder gar “Die Men-
ge ... ist nicht abzdhlbar” liegt darin, daf} sie das was eine Be-
griffsbestimmung Begriffsbildung ist als eine Naturtatsache

erscheinen lassen.

Bescheiden heifst der Satz: “Wenn man etwas eine Reihe
reeller Zahlen nennt, so heifit die Entwicklung des Diagonal-
verfahrens auch eine ‘reelle Zahl’ & zwar eine die ‘von allen

Gliedern der Reihe verschieden’ sei.

Unser Verdacht sollte immer rege sein, wenn ein Beweis
mehr beweist, als seine Mittel ihm erlauben. Man konnte so

etwas einen ‘prahlerischen Beweis” nennen.
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Der gebrdauchliche Ausdruck fingiert einen Vorgang eine
Methode des Ordnens die hier zwar anwendbar ist aber nicht
zum Ziele fiihrt wegen der Zahl der Gegenstande die grofer ist
als selbst die der Kardinalzahlen. Wenn gesagt wiirde: “Die
Uberlegung iiber das Diagonalverfahren zeigt Euch, daff der
Begriff ‘reelle Zahl’ viel weniger Analogie mit dem Begriff Kar-
dinalzahl hat, als man, durch gewisse Analogien verfiihrt, zu
glauben geneigt ist” so hitte das einen guten & ehrlichen Sinn.
Es geschieht aber gerade das Gegenteil: indem die ‘Menge” der
reellen Zahlen angeblich der Grofie nach mit der der Kardinal-
zahlen verglichen wird. Die Artverschiedenheit der beiden
Konzeptionen wird durch eine schiefe Ausdrucksweise als Ver-
schiedenheit der Ausdehnung dargestellt. Ich glaube & hoffe
eine kiinftige Generation wird iiber diesen Hokus Pokus la-

chen.
30.05.1938

Die Krankheit einer Zeit heilt sich durch eine Verdnderung in
der Lebensweise der Menschen & die Krankheit der philoso-
phischen Probleme konnte nur durch eine verdnderte Denk-
weise & Lebensweise geheilt werden nicht durch eine Medizin
die ein Einzelner erfand. Denke, dafs der Gebrauch des Wagens
gewisse Krankheiten hervorruft oder begiinstigt & die Mensch-
heit von dieser Krankheit geplagt wird, bis sie sich, aus irgend-
welchen Ursachen, als Resultat irgendeiner Entwickelung, das

Fahren wieder abgewohnt.

31.05.1938
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Wie macht man denn von dem Satz Verwendung: “Es gibt kei-
ne grofite Kardinalzahl”? Wann, & bei welcher Gelegenheit,
wiirde man ihn sagen? Diese Verwendung ist jedenfalls eine
ganz andere, als die des mathematischen Satzes “25 x 25 =
625”.

Vor allem ist zu bemerken, dafy wir dies tiberhaupt fragen,
was darauf deutet, daff die Antwort nicht (ganz) auf der Hand
liegt. Und ferners, wenn man die Frage rasch beantworten will
gleitet man leicht aus. Es ist hier dhnlich wie mit der Frage,
welche Erfahrung uns zeigt, dafl unser Raum dreidimensional

ist.
Von einer Erlaubnis sagen wir, sie habe kein Ende.

Und man kann sagen, die Erlaubnis Sprachspiele mit Kar-
dinalzahlen zu spielen habe kein Ende. Dies wiirde man etwa
Einem sagen, dem wir unsere Sprache & Sprachspiele lehrten.
Es wiére also wieder ein grammatischer Satz, aber von ganz an-
derer Art als “25 x 25 = 625”. Er wére aber von grofier Bedeu-
tung, wenn der Schiiler etwa geneigt ware (vielleicht weil er
einer ganz andern Kultur erzogen worden wire) ein definitives

Ende dieser Reihe von Sprachspielen zu erwarten.
10.06.1938

Warum sollen wir sagen: die Irrationalzahlen kénnen nicht ge-
ordnet werden? — Wir haben eine Methode, jede Ordnung zu

zerstoren.
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Das Cantorsche Diagonalverfahren zeigt uns nicht eine Ir-
rationalzahl die vor allen im System verschieden ist, aber es
gibt dem mathematischen Satz Sinn die Zahl so & so sei von
allen des Systems verschieden. Cantor kdnnte sagen: Du kannst
dadurch beweisen, dafi eine Zahl von allen des Systems ver-
schieden ist, dafs Du beweist, daf sie in der ersten Stelle von
der ersten Zahl, in der zweiten Stelle von der zweiten Zahl
u.s.f. verschieden ist. Cantor sagt etwas iiber die Multiplizitét

des Begriffs “Reelle Zahl, verschieden von allen eines Systems.”
12.06.1938

Cantor zeigt, wenn wir ein System von Extensionen haben, dafs
es dann Sinn hat, von einer Extension zu reden, die von ihnen
allen verschieden ist. — Aber damit ist die Grammatik des

Wortes “Extension” noch nicht bestimmt.

Cantor gibt dem Ausdruck “Extension die von allen Ex-
tensionen eines Systems verschieden ist” einen Sinn indem er
sagt, eine Extension solle so genannt werden, wenn von ihr be-
wiesen werden kann, dafl sie von den Extensionen eines

Systems diagonal verschieden ist.

Es gibt also eine Aufgabe: Finde eine Zahl deren Entwick-

lung von denen dieses Systems diagonal verschieden ist.
13.06.1938

Man konnte sagen: Aufler den rationalen Punkten befinden
sich auf der Zahlenlinie diverse Systeme irrationaler Punkte. Es

gibt kein System der Irrationalzahlen — aber auch kein Uber-
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System, keine ‘Menge der irrationalen Zahlen” von einer
Unendlichkeit hoherer Ordnung.

Cantor definiert eine Verschiedenheit héherer Ordnung nam-
lich eine “Verschiedenheit” einer Entwicklung von einem System
von Entwicklungen. Man kann diese Erkldrung so beniitzen,
dafs man zeigt dafs eine Zahl in diesem Sinne von einem Sys-
tem von Zahlen verschieden ist: sagen wir 7t von dem System
der algebraischen Zahlen. Aber wir konnen nicht gut sagen, die
Regel, die Stellen in der Diagonale so & so zu verdndern, sei
dadurch als von den Regeln des Systems verschieden bewiesen,
weil diese Regel selbst ‘hoherer Ordnung’ ist denn sie handelt
von der Verdnderung eines Systems von Regeln & daher aber
ist es von vornherein nicht klar, in welchem Fall wir die Entwi-
ckelung so einer Regel von allen Entwicklungen des Systems

verschieden erklaren wollen.
12.07.1938

‘Diese Uberlequngen konnen uns dahin fithren, zu sagen, dafl
2N0>N0". D.h.: wir kénnen die Uberlegungen uns dahin fithren
lassen. Oder: Wir konnen dies sagen, & dies als Grund dafiir an-
geben. Aber wenn wir es nun sagen — was ist weiter damit

anzufangen? In welcher Praxis ist dieser Satz verankert?

Er ist vorldufig ein Stiick mathematischen Geriists, das in der
Luft hiangt, so aussieht als wére es, sagen wir, ein Architrav,

aber von nichts getragen wird & nichts tragt.
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Gewisse Uberlegungen kénnen uns dahin fiihren, zu sa-
gen daB 10'° Seelen in einem cm?® Platz haben. Warum sagen
wir es aber trotzdem nicht? Weil es zu nichts ntitze ist. Weil es
zwar ein Bild heraufruft, aber eins, womit wir weiter nichts

machen konnen.

Der Satz gilt soviel, als seine Griinde gelten. Er tragt

soviel, wie seine Griinde tragen, die ihn stiitzen.

130


file:///ms-121/#42r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/42r.webp
file:///ms-121/#42r.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/42r.webp

Eine interessante Frage ist: Welchen Zusammenhang hat
NO mit den Kardinalzahlen, deren Zahl es sein soll? NO waére of-
fenbar das Pridikat “endlose Reihe”, in seiner Anwendung auf
die Reihe der Kardinalzahlen & dhnliche mathematische Bil-
dungen. Es ist hier wichtig, das Verhiltnis zwischen einer
Reihe im nicht-mathematischen Sinn & einer im mathemati-
schen Sinn zu erfassen. Es ist natiirlich klar, da3 wir in der
Mathematik das Wort “Zahlenreihe” nicht im Sinne von “Reihe
von Zahlzeichen” gebrauchen, wenn, natiirlich, auch ein Zu-
sammenhang zwischen dem Gebrauch des einen Ausdrucks &
des andern besteht. Eine Eisenbahn ist nicht ein Eisenbahnzug;
sie ist auch nicht etwas einem Eisenbahnzug dhnliches. Reihe
im mathematischen Sinn ist eine Konstruktionsart fiir Reihen
sprachlicher Ausdriicke. Wir haben also eine grammatische
Klasse “endlose Folge” & dquivalent mit diesem Ausdruck ein
Wort, dessen Grammatik (eine gewisse) Ahnlichkeit mit der
eines Zahlworts hat: “endlos”, oder “80”. Dies hdngt damit zu-
sammen, daf wir unter den Kalkiilen der Mathematik eine
Technik haben, die wir ‘mit einem gewissen Recht 1-1 Zuord-
nung der Glieder zweier endloser Folgen” nennen kénnen, weil
sie mit einem solchen gegenseitigen Zuordnen der Glieder so-
genannter ‘endlicher’ Klassen Ahnlichkeit hat. Daraus nun, daf§
wir (eine) Verwendung fiir eine Art von Zahlwort haben, wel-
ches, gleichsam, die Anzahl der Glieder einer endlosen Reihe
bezeichnet, folgt nicht dafs es auch irgendeinen Sinn hat von
der Zahl des Begriffes “endlose Folge” zu reden, dafs wir hier
irgendwelche Verwendung fiir etwas Zahlwortdahnliches haben.
Es gibt eben keine grammatische Technik, die die Verwendung

so eines Wortes nahelegte. Denn ich kann freilich den Aus-
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druck bilden: “Klasse aller Klassen, die (mit) der Klasse ‘end-
lose Folge” zahlengleich sind” (wie auch den: “Klasse aller
Engel die auf einer Nadelspitze Platz haben”) aber dieser Aus-
druck ist leer, solang es keine Verwendung fiir ihn gibt. Eine

solche ist nicht: noch zu entdecken, sondern: erst zu erfinden

Denke, ich legte ein dem Schachbrett dhnliches Spielbrett
vor Dich, setzte Schachfiguren &hnliche Figuren darauf, —
erkladrte: “Das ist der ‘Kénig’, das sind die ‘Ritter’, das die “Biir-
ger. — Mehr wissen wir von dem Spiel noch nicht; aber das ist
immerhin etwas. — Und mehr wird vielleicht noch entdeckt

werden.”
25.12.1938

“Man kann die Briiche nicht ihrer Grofie nach ordnen. — Dies
klingt vor allem sehr interessant & merkwiirdig. Es klingt inter-
essant in ganz anderem Sinne, als, etwa, ein Satz aus der Diffe-
rentialrechnung. Der Unterschied liegt, glaube ich, darin, dafs
ein solcher sich leicht mit einer Anwendung auf Physikalisches
assoziiert, wihrend jener Satz ganz & gar der Mathematik an-
zugehoren gleichsam die Physik der mathematischen Gegen-
stinde selbst zu betreffen scheint. Man mdochte von ihm etwa
sagen: er fithre uns in die Geheimnisse der mathematischen

Welt ein. Es ist dieser Aspekt vor dem ich warnen will.

Wenn es den Anschein hat ... (Littlewood), dann ist
Vorsicht geboten.
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Wenn ich mir bei dem Satz, die Briiche konnen nicht ihrer
Grofse nach in eine Reihe geordnet werden, das Bild einer un-
endlichen Reihe von Dingen mache, & zwischen je zwei Nach-
barbdumen neue Baume in die Hohe schiefsen & nun wieder
zwischen jedem Baum & seinem Nachbar neue Baume & so
fort ohne Ende, so haben wir hier (sicher) etwas, wovor einem
schwindlig werden kann. Sehen wir aber, daf dieses Bild zwar
sensationell, aber ganz unzutreffend ist, daff wir uns nicht von
den Worten “Reihe”, “ordnen”, “existieren” & andern fangen
lassen diirfen, so werden wir auf eine Darstellung des Sachver-
halts zuriickgehen, in der alles wieder trivial & gewohnlich
aussieht. so werden wir (wieder) auf die (Darstellung der)
Technik des Bruchrechnens zuriickgreifen an der nun nichts

Seltsames mehr ist.

Daf$ wir eine Technik erfinden, in der der Ausdruck “der
néchst grofiere Bruch” keinen Sinn hat, daff wir ihm keinen

Sinn gegeben haben, ist nichts Erstaunliches.

Wenn wir eine Technik des fortgesetzten Interpolierens
von Briichen anwenden, so werden wir keinen Bruch den

“ndchst grofieren” nennen wollen.

Von einer Technik zu sagen, sie sei unbegrenzt, heifst
nicht, sie laufe ohne aufzuhoren weiter, wachse ins Ungemesse-
ne; sondern, es fehle ihr die Institution des Endes, sie sei nicht
abgeschlossen. Wie man von einem Satz sagen konnte, es man-
gle ihm der Abschlufs, wenn der Schlufipunkt fehlt oder von
einem Spielfeld es sei nicht begrenzt , wenn ihm die Regeln des

Spiels keine gezogene Grenze vorschreiben.
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Eine neue Rechentechnik soll uns ja eben ein neues Bild
liefern, eine neue Ausdrucksweise; & wir konnen nichts Absurde-
res tun, als dieses neue Schema, diese neue Art von Geriist, ver-

mittels der alten Ausdriicke beschreiben zu wollen.

Was ist die Funktion eines solchen Satzes wie: “Es gibt zu
einem Bruch nicht einen nédchst groéfieren Bruch, aber zu einer
Kardinalzahl eine nichst groflere”? Es ist doch gleichsam ein
Satz, der zwei Spiele vergleicht, [wie: im Damespiel gibt es ein

Uberspringen eines Steines, aber nicht im Schachspiel. ]

Wir nennen etwas “die ndchst grofiere Kardinalzahl kon-
struieren” aber nichts “den nédchst grofieren Bruch konstruie-

77

ren .

Wie vergleicht man Spiele? Indem man sie beschreibt —
indem man das eine als Variation des andern beschreibt — in-
dem man sie beschreibt & die Unterschiede & Analogien her-
vorhebt.
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“Im Damespiel gibt es keinen Konig” — was sagt das? (Es
klingt kindisch.) Heif3t es nur, daf man keinen Damestein “Ko-
nig” nennt; & wenn man nun einen so nennte, gibe es im
Damespiel einen Konig? Wie ist es aber mit dem Satz: “Im Da-
mespiel sind alle Steine gleichberechtigt, aber nicht im
Schach”? — Wem teile ich dies mit? Dem, der die beiden Spiele
(schon) kennt, oder einem der sie noch nicht kennt. Da scheint
es, dafd der erste unserer Mitteilung nicht bedarf & der zweite
nichts von ihr hat.. Aber wie wenn ich sagte: “Schau! im Dame-

7

spiel sind alle Steine gleichberechtigt ...” oder noch besser:
“Schau! in diesen Spielen sind alle Steine gleichberechtigt, in
jenen nicht”. Aber was tut so ein Satz? Er fiihrt einen neuen Be-
griff ein, einen neuen Einteilungsgrund (Einteilungsprinzip).
Ich lehre Dich, die Aufgabe beantworten: nenne mir Spiele der
ersten Art! etc. Ahnlich aber kénnte man Aufgaben stellen:

“Erfinde ein Spiel, in dem es einen Kénig gibt”.

‘Wir konnen die Briiche nicht ihrer Grofie nach in eine
Reihe, aber wir konnen sie in eine unendliche Reihe ordnen.
Was hat der gelernt, der das nicht wufSte? Er hat eine neue Art
der Rechnung gelernt z.B.: “bestimme die Nummer des

Bruches ...”.

Er lernt diese Technik — aber lernt er nicht auch, dafs es so
eine Technik gibt? Ich habe allerdings in einem wichtigen Sinne
gelernt, daf8 es so eine Technik gibt; ich habe ndmlich eine
Technik gelernt, die sich jetzt auf alles mogliche Andre

anwenden 1413t.

27.12.1938
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‘“Wie wiirdest Du nun das nennen?’

1 2 3 4
316110
519
8

B~ W
N | B~

Nicht, “eine Methode die Zahlenpaare fortlaufend zu numerie-
ren”? Und konnte ich nicht auch sagen: “die Zahlenpaare in

eine Reihe zu ordnen”?

Lehrt mich nun die Mathematik, daf$ ich die Zahlenpaare
in eine Reihe ordnen kann? Kann ich denn sagen: sie lehrt
mich, dafs ich das machen kann? Hat es denn Sinn zu sagen, ich
lehre ein Kind, daff man multiplizieren kann — indem ich es
lehre zu multiplizieren. Eher kénnte man natiirlich sagen, ich
lehre ihm daff man Briiche multiplizieren kann, nachdem er
Kardinalzahlen mit einander zu multiplizieren gelernt hat.
Denn nun, konnte man sagen, weifs er schon was “multiplizie-

ren” heif3t. Aber wére nicht auch das irrefithrend.
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Wenn Einer sagt, ich habe den Satz bewiesen, dafs man
Zahlenpaare in eine Reihe ordnen konne; so ist zu antworten,
daf’ dies ja kein mathematischer Satz ist, da man mit den Wor-
ten “Man”, “kann”, “die”, “Zahlenpaare” etc. nicht rechnet.
Der Satz “man kann die etc.” ist vielmehr nur eine beildufige
Beschreibung der Technik die man lehrt, etwa ein nicht unpas-
sender Titel, eine Uberschrift zu diesem Kapitel. Aber ein Titel

mit dem man (vorderhand) nicht rechnen kann.

Aber, sagst Du, das ist es eben, was der logische Kalkiil
Freges & Russells tut: in ihm hat jedes Wort, was in der Mathe-
matik gesprochen wird, exakte Bedeutung ist ein Element des
Kalkiils. In diesem Kalkiil kann man also wirklich beweisen:
“man kann multiplizieren”. Wohl nun ist er ein mathemati-
scher Satz; aber wer sagt, daff man mit diesem Satz etwas
anfangen kann? Wer sagt, wozu er niitze ist? Denn, dafs er inter-
essant klingt, ist nicht genug! Weil wir im Unterricht vielleicht
den Satz gebrauchen: “Du siehst also, man kann die Briiche in
eine Reihe ordnen”, sagt nicht dafs wir fiir diesen Satz andere
Verwendung haben, als die, ein einprdgsames Bild mit dieser

Rechnungsart zu verkniipfen.

Wenn hier das Interesse an dem Satz haftet der ‘bewiesen wur-
de’, so haftet es an einem Bild, das (eine) duflerst schwéchliche
Berechtigung hat, (uns) aber durch seine Seltsamkeit reizt, wie
etwa das Bild von der ‘Richtung’ des Verlaufs der Zeit. Es

bewirkt einen leisen leichten Taumel der Gedanken
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Ich kann hier nur sagen: Trenne Dich so bald wie méglich
von diesem Bild & sieh’ das Interesse der Rechnung in ihrer
Anwendung. (Es ist als wadren wir auf einem Maskenball, auf

dem jede Rechnung in seltsamer Verkleidung erscheint.)

“Soll man das Wort ‘unendlich’ in der Mathematik ver-
meiden?” Ja; dort, wo es eine Bedeutung in den Kalkiil mitzu-

bringen scheint statt sie erst von ihm zu erhalten.

Die Redeweise: “wenn man aber in den Kalkil sieht, ist
gar nichts Unendliches da” — natiirlich eine ungeschickte Rede-
weise — aber sie bedeutet: ist es hier wirklich nétig das Bild des
Unendlichen (der ungeheuern Grofle) hier heraufzubeschwo-
ren? & wie ist dieses Bild mit dem Kalkiil in Verbindung? denn

seine Verbindung ist nicht die des Bildes [||| mit 4.

m So zu tun, als sei man enttduscht, nichts Unendliches im
Kalkiil gefunden zu haben ist (freilich) komisch; nicht aber, die
Frage zu stellen: : welches ist denn die alltdgliche Verwendung
des Wortes “unendlich”, die ihm seine Bedeutung fiir uns gibt,
& was ist nun seine Verbindung mit diesen mathematischen
Kalkiilen?

Finitism & Behaviourism sind ganz &hnliche Richtungen.
Beide sagen: hier ist doch nur ... Beide leugnen die Existenz
von etwas, beide zu dem Zweck, um (aus) einer Verwirrung zu

entkommen.

138


file:///ms-121/#69v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/69v.webp
file:///ms-121/#87v.3+88r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/87v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/88r.webp
file:///ms-121/#88r.2+88v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/88r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/88v.webp
file:///ms-121/#88v.2+88v.3+88v.4+89r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/88v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/88v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/88v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/89r.webp
file:///ms-121/#89r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-121/89r.webp

Was ich (hier) tue ist nicht Rechnungen als falsch zu
erweisen; sondern das Interesse von Rechnungen einer Prl'jfung
zu unterziehen. Ich priife etwa die Berechtigung, hier noch das
Wort ... zu gebrauchen. Eigentlich aber: ich fordere immer wie-
der zu so einer Untersuchung auf. Zeige, daf3 es sie gibt, & was
da etwa zu untersuchen ist. Ich darf also nicht sagen: “So darf
man sich nicht ausdriicken”, oder “Das ist absurd”, oder “Das
ist uninteressant”, sondern: “Priife diesen Ausdruck in dieser
Weise auf seine Berechtigung”; denn man kennt seine Berechti-

gung, weil seine Verwendung, noch nicht, damit, dafd man ...
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25.10.1939

‘Ein Mathematischer Beweis mufs {ibersichtlich sein.” “Beweis”
nennen wir nur eine Struktur, deren Reproduktion eine leicht
losbare Aufgabe ist. Es mufd sich mit Sicherheit entscheiden
lassen, ob wir hier wirklich zweimal den gleichen Beweis vor
uns haben, oder nicht. Der Beweis mufs ein Bild sein, welches
sich mit Sicherheit genau reproduzieren lafst. Oder auch: was
dem Beweise wesentlich ist muf$ sich mit Sicherheit genau re-
produzieren lassen. Er kann z.B. in zwei verschiedenen Hand-
schriften oder Farben niedergeschrieben sein. Zur Reprodukti-
on eines Beweises soll nichts gehoren was von der Art einer
genauen Reproduktion eines Farbtones oder einer Handschrift

ist.
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Es mufs leicht sein genau diesen Beweis wieder anzuschreiben.
Hierin liegt der Vorteil des Geschriebenen im Vergleich zum
gezeichneten Beweis. Dieser ist oft seinem Wesen nach mif3ver-
standen worden. Die Zeichnung eines Euklidischen Beweises
kann ungenau sein, in dem Sinne, dafs die Geraden nicht gera-
de sind die Kreisbogen nicht genau kreisformig etc. etc. &
dabei ist die Zeichnung doch ein exakter Beweis & dies zeigt
daf3 diese Zeichnung nicht — z.B. — demonstriert daf eine solche
Konstruktion ein Vieleck mit 5 gleichlangen Seiten ergibt, dafs
sie einen Satz der Geometrie, nicht einen tiber die Eigenschaf-

ten von Papier, Zirkel, Lineal & Bleistift beweist.

Denken wir uns nun einen Russellschen Beweis fiir einen Addi-
tionssatz der Art a + b = c der aus ein paar tausend Zeichen
bestiinde. Du wirst sagen: Zu sehen, ob dieser Beweis stimmt,
oder nicht, ist eine rein duflerliche Schwierigkeit, die von
keinem mathematischen Interesse ist. (“Ein Mensch {iibersieht
leicht, was ein anderer schwer oder garnicht iibersieht”— etc.

etc.)
27.10.1939

Ich will sagen: Wenn man eine nicht iibersichtliche Beweisfigur
durch Verdanderung der Notation tibersehbar macht, dann

schafft man erst einen Beweis, wo friither keiner war.

Die Annahme ist, daf$ die Definitionen nur zur Abkiirzung des
Ausdrucks dienen, zur Bequemlichkeit des Rechnenden;

wihrend sie doch ein Teil der Rechnung sind.
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Mit ihrer Hilfe werden Ausdriicke erzeugt, die ohne ihre Hilfe

nicht erzeugt werden kénnten.

Wie ist es aber damit: “Man kann zwar im R’schen Kalkiil
nicht 234 mit 537 multiplizieren — im gewohnlichen Sinn — aber
es gibt eine R’sche Rechnung die dieser Multiplikation ent-
spricht”? — Welcher Art ist diese Entsprechung? Es konnte so

sein:

Man kann auch im R’schen Kalkiil diese Multiplikation ausfiih-
ren nur in einem andern Symbolismus — wie wir ja auch sagen
wiirden wir konnten sie auch in einem andern Zahlensystem
ausfithren. Wir konnten dann also z.B. die praktischen Aufga-
ben, zu deren Losung man jene Multiplikation beniitzt auch
durch die Rechnung im R’schen Kalkiil 16sen, nur umstandli-

cher.

Denken wir uns nun die Kardinalzahlen erklart als 1, 1 + 1, (1
+1)+1, ((1+1)+1)+ 1, ust. Du sagst, die Definitionen
welche die Ziffern des Dezimalsystems einfithren dienen blof3
zur Bequemlichkeit; man konnte die Rechnung 703000 x
40000101 auch in jener langwierigen Schreibweise ausfiihren.
Aber stimmt das? — “Freilich stimmt es! Ich kann doch eine
Rechnung in jener Notation anschreiben, konstruieren, die der
Rechnung in der Dezimalnotation entspricht.” — Aber wie weif3
ich, dafs sie ihr entspricht? — Nun, weil ich sie nach einer
gewissen Methode aus der andern abgeleitet habe. — Aber
wenn ich sie nun nach einer halben Stunde wieder anschaue,
kann sie sich da nicht verdndert haben? Sie ist ja nicht tiberseh-
bar.
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Ich frage nun: kénnten wir uns von der Wahrheit des Satzes
7034174 + 6594321 = 13628495 auch durch einen Beweis {iber-
zeugen, der in der ersten Notation gefiihrt ware? — Gibt es so

einen Beweis dieses Satzes? — Die Antwort ist: nein.

Aber lehrt uns Russell nicht doch eine Art des Addierens?

30.10.1939
Angenommen wir bewiesen auf R’s Methode dafs (Ja----.g)
* (Ja----.i) D (Ja----.s) eine Tautologie ist; konnten wir

nun unser Resultat dahin ausdriicken, g + i sei s? Das setzt
doch voraus, daf3 ich die drei Stiicke des Alphabets als Repra-
sentanten des Beweises nehmen kann. Aber zeigt denn das R’s
Beweis? Den R’schen Beweis hitte ich doch offenbar auch mit
solchen Gruppen von Zeichen in den Klammern fiihren kon-
nen, deren Reihenfolgen fiir mich nichts Charakteristisches
gehabt hitten, so dafd es nicht moglich gewesen wére die Zei-
chengruppe in einer Klammer durch ihr letztes Glied zu repra-

sentieren.

Angenommen sogar, der R’sche Beweis werde mit einer
Notation der Art x1x2...x10x11...x100... als in der Dezimalnotation
gefiihrt, & es seien 100 Glieder in der ersten 300 Glieder in der
zweiten & 400 Glieder in der dritten Klammer, zeigt der Beweis
selbst dann, dafs 100 + 300 = 400 ist? — Wie wenn dieser Beweis
einmal zu diesem einmal zu einem andern Resultat fiihrte z.B.
100 + 300 = 420? Was bedarf es, um zu sehen dafs das Resultat
des Beweises, wenn er richtig gefiihrt ist, immer nur von den

letzten Ziffern der ersten zwei Klammern abhédngt?
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Aber fiir kleine Zahlen lehrt uns doch Russell addieren; denn
dann tiibersehen wir eben die Zeichengruppen in den
Klammern & konnen sie als Zahlzeichen nehmen; z.B. ‘xy’,

xyz’, ‘xyzuv’.

Russell lehrt uns also einen anderen Kalkiil, um von 2 und 3 zu
5 zu gelangen; & das stimmt auch dann, wenn wir sagen der lo-
gische Kalkiil sei nur — ‘frills’, die dem arithmetischen Kalkiil

angehdngt seien.

Die Anwendung der Rechnung muf fiir sich selber sorgen. Und
das ist, was am ‘Formalismus’ richtig ist. Die Zuriickfithrung
der Arithmetik auf symbolische Logik soll die Applikation der
Arithmetik zeigen; gleichsam den Ansatz, mittels welchem sie
auf ihrer Anwendung sitzt. So als zeigte man Einem erst eine
Trompete ohne das Mundstiick — & nun das Mundsttick, wel-
ches uns zeigt, wie eine Trompete verwendet, geblasen, wird.
Das Ansatzstiick aber, das uns Russell gibt, ist einerseits zu eng
anderseits zu weit; zu allgemein und zu speziell. Die Rechnung

sorgt fiir ihre eigene Anwendung.
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Wir dehnen unsre Ideen von den Rechnungen mit kleinen Zah-
len auf die mit groflen Zahlen aus, dhnlich wie wir uns vorstel-
len, dal wenn die Distanz von hier zur Sonne mit dem
Zollstock gemessen werden kénnte dann eben das herauskdame
was wir heute auf ganz andere Art herausbringen. Das heifst,
wir sind geneigt die Lingenmessung mit dem Zollstab zum
Modell zu nehmen auch fiir die Messung des Abstandes zweier
Sterne. Und man sagt, etwa in der Schule: “Wenn wir uns Zoll-
stdbe von hier bis zur Sonne gelegt denken, ...” & scheint damit
zu erkldaren, was wir unter dem Abstand zwischen Sonne und
Erde verstehen. Und der Gebrauch eines solchen Bildes ist ganz
in Ordnung, so lange es uns klar ist daff wir den Abstand von
uns zur Sonne messen konnen & dafi wir ihn nicht mit

Zollstdben messen konnen.
31.10.1939

Wie, wenn jemand sagen wiirde: “der eigentliche Beweis von
1000 + 1000 = 2000 ist doch erst der Russellsche, der zeigt, daf3
der Ausdruck ... eine Tautologie ist”? Kann ich denn nicht be-
weisen, daf$ eine Tautologie herauskommt, wenn ich in den bei-
den ersten Klammern je 1000 Glieder & in der dritten 2000
habe? Und wenn ich das beweisen kann, so kann ich das als

Beweis des arithmetischen Satzes ansehen.

In der Philosophie ist es immer gut, statt einer Beantwortung
einer Frage eine Frage zu setzen. Denn eine Beantwortung der
philosophischen Frage konnte ungerecht sein; ihre Erledigung

mittels einer andern Frage ist es nicht.
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Soll ich also z.B. hier eine Frage setzen statt der Antwort, man

konne jenen arithm. Satz mit R’s Methode nicht beweisen?
B 01.11.1939
Der Beweis, dafs (1)(2)>(3)

eine Tautologie ist, besteht darin, dafs man immer ein Glied der
3% Klammer fiir ein Glied von 1 oder 2 abstreicht. Und es gibt
ja viele Methoden dieses Kollationierens. Oder man konnte
auch sagen: es gibt viele Arten & Weisen, das Gelingen der 1 —
1 Zuordnung festzustellen. Eine Art wire z.B. sternformige
Muster eins fiir die linke eins fiir die rechte Seite der Implikati-
on zu konstruieren & diese wieder dadurch zu vergleichen dafs
man ein Ornament aus beiden bildet. Man koénnte also die Re-
gel geben: “Wenn Du wissen willst, ob die Zahlen A & B zu-
sammen wirklich C ergeben, schreib einen Ausdruck der Form
... an & ordne die Variablen in den Klammern einander zu in-
dem Du den Beweis dafiir anschreibst (oder anzuschreiben
trachtest) dafl der Ausdruck eine Tautologie ist.” Mein
Einwand dagegen ist nun nicht, daff es willkiirlich ist, gerade
diese Art des Kollationierens vorzuschreiben, sondern, daf
man auf diese Weise nicht feststellen kann, dafs 1000 + 1000 =
2000 ist.

03.11.1939

Denke, Du hittest eine meilenlange ‘Formel” angeschrieben, &
zeigtest durch Transformation, daf3 sie tautologisch ist (‘wenn
sie sich inzwischen nicht verdndert hat’, miifite man sagen).

Nun zihlen wir die Glieder in den Klammern oder teilen sie ab
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& machen den Ausdruck {ibersichtlich & es zeigt sich, dafs in
der ersten Klammer 7566 in der zweiten 2434 in der dritten
10000 Glieder stehen. Habe ich nun bewiesen, daf$ 2434 + 7566
= 10000 ist? — Das kommt drauf an — kdnnte man sagen — ob
Du sicher bist, daf3 das Zahlen wirklich die Zahlen der Glieder
ergeben hat, die wihrend des Beweises in den Klammern stan-

den.

Kénnte man so sagen: “R. lehrt uns in die 3% Klammer so viele
Zeichen schreiben als in den beiden ersten zusammen stehen”?
Aber eigentlich: er lehrt uns fiir je eine Variable in (1) & in (2)
eine Variable in (3) schreiben. Aber lernen wir dadurch welche
Zahl die Summe zweier gegebener Zahlen ist? Vielleicht sagt
man: “Freilich, denn in der 3N Klammer steht nun das Para-
digma, Urbild, der neuen Zahl.” Aber inwiefern ist [|[|///|[||/I| das
Paradigma einer Zahl? Bedenke, wie man es als solches

verwenden kann.
BB 09.11.1939

Die R’sche Tautologie, die dem Satz a + b = c entspricht, zeigt
uns vor allem nicht in welcher Notation die Zahl ¢ zu schreiben
ist & es ist kein Grund warum sie nicht in der Form a + b ge-
schrieben werden soll. -Denn R. lehrt uns ja nicht die Technik
des Addierens, etwa, im Dezimalsystem. — Aber kénnten wir
sie vielleicht aus seiner Technik ableiten? Fragen wir einmal so:
Kann man die Technik des Dezimalsystems aus der des Sys-
tems 1,1 + 1, (1 + 1) + 1, etc. ableiten? Kénnte man diese

Frage nicht auch so stellen: Wenn man eine Rechentechnik in
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dem einen System & eine im andern System hat, — wie zeigt

man, daf$ die beiden dquivalent sind?

BB “Ein Beweis soll nicht nur zeigen, da8 es so ist, sondern

daf3 es so sein mufs.”
Unter welchen Umstdnden zeigt dies das Zahlen?
17.11.1939

{ Man mochte sagen: wenn die Ziffern & das Gezédhlte ein ein-
priagsames Bild ergeben. Wenn dieses Bild nun statt jedes neu-
en Zihlens dieser Menge gebraucht wird. — Aber hier scheinen
wir nur von riumlichen Bilden zu reden: wenn wir aber eine
Reihe von Wortern auswendig wissen & nun zwei solche Rei-

hen einander eins zu eins zuordnen indem wir z.B. sagen

“der erste — Montag; der zweite — Dienstag; der dritte —
Mittwoch; etc.” — kénnen wir so nicht beweisen dafl vom Mon-
tag zum Donnerstag vier Tage sind? Es fragt sich eben: Was
nennen wir ein “einpragsames Bild”. Was ist das Kriterium da-
von, dafs wir es uns eingeprdgt haben? Oder ist die Antwort

hierauf: “Dafs wir es als Paradigma der Identitdt beniitzen!”?

Wir machen nicht Versuche, an einem Satz, oder Beweis,

um seine Eigenschaften festzustellen.

Wie reproduzieren wir, kopieren wir einen Beweis? — Nicht,

z.B., indem wir Messungen an ihm anstellen.
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Wie wenn ein Beweis so ungeheuer lang wére, daff man ihn un-
moglich {ibersehen konnte — oder sehen wir einen anderen Fall
an: Man habe als Paradigma der Zahl die wir 1000 nennen eine
lange Reihe von Strichen in einen harten Fels gegraben. Diese
Reihe nennen wir die Ur-Tausend & um zu erfahren, ob tau-
send Menschen auf einem Platz sind ziehen wir Striche, oder
spannen Schniire (1 — 1 Zuordnung). Hier hat nun das Zahl-
zeichen fiir 1000 nicht die Identitdt einer Gestalt sondern eines
physikalischen Gegenstandes. Wir konnen uns dhnlich eine Ur-
Hundert etc. denken & einen Beweis dafs 10 x 100 = 1000 ist,

den wir nicht iibersehen konnten.

Die Ziffer fiir 1000 im 1 + 1 + 1 + 1... System kann nicht durch

ihre Gestalt erkannt werden.

(T

Ist diese Figur ein Beweis fiir 27 + 16 = 43: weil man zu “27”
kommt, wenn man die Striche der linken Seite zdhlt, zu “16”
auf der rechten Seite, & zu “43” wenn man die ganze Reihe
z&hlt?

Worin liegt hier das Seltsame — wenn man die Figur den Beweis
dieses Satzes nennt? Doch darin, wie dieser Beweis zu reprodu-
zieren ist, oder wiederzuerkennen ist, darin, dafd er keine

charakteristische visuelle Gestalt hat. —
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Wenn nun jener Beweis auch keine visuelle Gestalt hat, so kann
ich ihn dennoch genau kopieren(, reproduzieren) — ist die
Figur also nicht doch der Beweis? Ich kénnte ihn etwa in ein
Stahlstiick einritzen & von Hand zu Hand gehen lassen. Ich
wiirde also Einem sagen: “Hier hast Du den Beweis, dafy 27 +
16 = 43 ist.” — — Nun, kann man nicht doch sagen: er beweise
den Satz mit Hilfe der Figur? Doch; aber die Figur ist nicht der

Beweis.

Das aber wiirde man doch einen Beweis von 250 + 3220 = 3470
nennen: man zdhlt tiber 250 hinaus & fangt zugleich auch bei 1
zu zdhlen an & ordnet die beiden Zahlungen einander zu: 251
... 1252 ...2253 ... 3 etc. 3470 ...3220 Man konnte das einen Be-
weis nennen, der durch 3220 Stufen fortschreitet. Das ist doch

ein Beweis — & kann man ihn iibersichtlich nennen??

Wie kannst Du sagen, daf3 Russell den Satz “250 + 3220 =
3470” nicht beweisen kann?! Denk Dir einfach, daff man die
Definitionen 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3, etc. nicht darum auswendig
weifs, weil sie einem System folgen — man weifs sie eben aus-
wendig. Was ist die Erfindung des Dezimalsystems eigentlich?
Die Erfindung eines Systems von Kiirzungen — — aber was ist
das System der Kiirzungen ? ist es blofs das System der neuen
Zeichen, oder auch ein System ihrer Anwendungen als Abkiir-
zung? Und ist es das letztere, dann ist es ja eine neue

Anschauungsart des alten Zeichensystems.

Koénnen wir vom 1 + 1 + 1... System kommend, durch blofle
Abkiirzungen der Schreibweise im Dezimalsystem rechnen ler-

nen?
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Angenommen ich habe nach Russell einen Satz der Form
(Ixyz...) (3uvw...) D (Fabc...) bewiesen — & nun ‘mache ich
ihn tbersichtlich’, indem ich tiiber die Variablen Zeichen
x1,x2,x3... schreibe — soll ich nun sagen, ich habe nach Russell

einen arithmetischen Satz im Dezimalsystem bewiesen?
22.11.1939

Aber jedem Beweis in Dezimalsystem entspricht doch einer im
Russellschen System! — Woher wissen wir, dafs es so ist? Lassen

wir die Intuition beiseite. — Aber man kann es beweisen. —

Wenn man eine Zahl im Dezimalsystem aus 1,2, 3 - -. 9, 0 defi-
niert & die Zeichen 0,1..9aus 1,1+ 1, (1 +1) + 1, --., kann
man dann durch die rekursive Erkldrung des Dezimalsystems
hindurch von irgendeiner Zahl zu einem Zeichen der Form 1 +

1+ 1... gelangen?

Wie, wenn Einer sagte: Die R.sche Arithmetik stimmt mit der
gewohnlichen bis zu Zahlen unter 1010 iiberein; dann aber
weicht sie von ihr ab. Und nun fiihrt er uns einen R-Beweis
dafiir vor dag 101° +1= 1010

solchen Beweis nicht trauen? Wie wird man mich davon tiber-

ist. Warum soll ich nun einem

zeugen, dafd ich mich im R-Beweis verrechnet haben muf3?
Brauche ich denn aber einen Beweis aus einem anderen Sys-
tem, um mich zu iiberzeugen, ob ich mich in dem ersten Be-
weis verrechnet habe? Geniigt es nicht, daf$ ich diesen Beweis

iibersehbar anschreibe?

23.11.1939
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Liegt denn nicht meine ganze Schwierigkeit darin, einzusehen,
wie man, ohne aus R’s logischem Kalkiil herauszutreten zum
Begriff der Menge von Variablen im Ausdruck “(3 x,y,z etc.)”
kommen kann, dort wo dieses Zeichen nicht tibersehbar ist? —
Nun kann man ihn aber doch tibersehbar machen indem man
schreibt:

(3x1,x2,x3,etc.). Und dennoch verstehe ich etwas nicht: man hat
doch nun das Kriterium fiir die Identitdt so eines Ausdrucks
gedndert! Ich sehe jetzt auf andere Weise, dafy die Menge der

Zeichen in zwei solchen Ausdriicken die selbe ist.

Ich bin eben versucht zu sagen: R’s Beweis kann wohl Stufe fiir
Stufe weitergehen, aber am Schlufd wisse man nicht recht was
man bewiesen habe — wenigstens nicht nach den alten Kriteri-
en; indem ich den R-schen Beweis tibersichtlich mache, beweise

ich etwas iiber diesen Beweis.

Ich will sagen: man brauche die R’sche Rechentechnik gar nicht
anzuerkennen, & konne mit einer andern (Rechentechnik) be-
weisen, daf3 es einen R’schen Beweis des Satzes geben miisse.
Dann aber ruht der Satz freilich nicht mehr auf dem R-Beweis.
Oder: Dafs man sich zu jedem bewiesenen Satz der Form m + n
= 1 einen R’schen Beweis vorstellen kann, zeigt nicht dafs der
Satz auf diesem Beweis ruht. Denn der Fall ist denkbar, daf3
man den R-Beweis eines Satzes vom R-Beweis eines andern Sat-
zes gar nicht unterscheiden kann & nur darum sagt sie seien
verschieden, weil sie die Ubersetzungen zweier erkennbar

verschiedener Beweise sind.
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Oder: Etwas hort auf Beweis zu sein, wenn es aufhort Paradig-
ma zu sein, z.B. Rs logischer Kalkiil; & anderseits ist jeder

andere Kalkiil annehmbar, der uns als Paradigma dient.
25.11.1939

Es ist eine Tatsache, daf} verschiedene Methoden der Zahlung

so gut wie immer iibereinstimmen.

Wenn ich die Felder eines Schachbretts zdhle, komme ich so gut

wie immer zu ‘64’".

Wenn ich zwei Reihen von Wértern auswendig weif3, z.B., Zahl-
worter & das Alphabet & ich ordne sie nun einander 1 —» 1 zu a
1b2c3etc.

so komme ich bei ‘z" so gut wie immer zu ‘26".
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Es gibt (so) etwas wie: eine Reihe von Woértern auswendig kon-
nen. Wann sagt man ich wisse das Gedicht ... auswendig? Die
Kriterien sind ziemlich kompliziert. Ubereinstimmung mit dem
gedruckten Texte ist eines. Was miifite geschehen, das mich
zweifeln machte, dafd ich wirklich das ABC auswendig weif3?
Es ist schwer vorzustellen. Aber ich verwende nun das Aufsa-
gen, oder Anschreiben aus dem Gedéachtnis, einer Wortfolge als
Kriterium der Zahlengleichheit, Mengengleichheit. [I'm much
too slick & all I produce is pretty slick. Es hat nicht genug
Falten im Gesicht sondern ist oberflachlich & von glatter Stirn.
Zugleich macht es félschlich den Eindruck der Tiefe, denn es ist
von Einem geschrieben der sich so gern tief wiifite. Das Gesicht
ist zu faltenlos; aber Falten kommen vom Kummer, nicht von
der Bequemlichkeit. Wer auf dem Kummer schwimmen will,
um ja nie unterzutauchen, wie sollte der Tiefe kennen. Mein
ganzes Leben (inneres & &dufieres) ist darauf angelegt, auf
sicherem Boot auf dem Meere, auf der Oberfliche, zu schwim-

men. Ich will doch gar nicht zahlen; wie sollte ich erhalten?]

Soll ich nun sagen: Das macht ja alles nichts — die Logik bleibt
doch der Grundkalkiil nur wird freilich, ob ich zweimal diesel-
be Formel vor mir habe, von Fall zu Fall verschieden festge-
stellt.
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Es ist nicht die Logik, die mich zwingt — mdchte ich sagen
— einen Satz von der Form (3) (3) D (3) anzuerkennen, wenn
in den ersten beiden Klammern je eine Million Variable ist & in
der dritten zwei Millionen. Ich will sagen: die Logik zwange
mich in diesem Falle gar nicht irgend einen Satz anzuerkennen.
Etwas anderes zwingt mich so einen Satz als der Logik gemafs

anzuerkennen.
27.11.1939

Die Logik zwingt mich nur, sofern mich der logische Kalkiil

zwingt.

Aber es ist doch dem Kalkul mit 1000000 wesentlich, dafs sich
diese Zahl muf3 in eine Summe 1 + 1 + 1... auflosen lassen!
Und um sicher zu sein, daff wir die richtige Anzahl von Einsern
vor uns haben, konnen wir ja die Einser numerieren.
11+12+13+14+...+11000000 Diese Notation wdare &dhnlich der:
“100,000.000,000’, die ja auch das Zahlzeichen iibersehbar
macht. Und ich kann mir doch denken, jemand hitte grofse
Summen Geldes in Pfennigen in ein Buch eingetragen wo sie
etwa als 100-stellige Zahlen erschienen, mit denen ich nun zu
rechnen hétte. Ich finge nun damit an, sie mir in eine tiberseh-
bare Notation zu tbersetzen, wiirde sie aber doch ‘Zahlzei-
chen’ nennen, sie als Dokumente von Zahlen behandeln. Ja ich
wiirde es sogar als Dokument einer Zahl ansehen, wenn mir ei-
ner sagte N hat soviele Schillinge, als Erbsen in dieses Faf3
gehen. Anders wieder: “Er hat soviele Schillinge als das
Hohelied Buchstaben hat”.

29.11.1939
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Die Notation ‘x1,x2,x3...” macht den Ausdruck “(3...)" zur Gestalt

& damit die R-bewiesene Tautologie.

Laf3 mich so fragen: Ist es nicht moglich, daf$ die 1 — 1 Zuord-
nung im R.schen Beweis nicht verldfilich vollzogen werden
kann, daf3, z.B., wenn wir sie zum Addieren beniitzen wollen,
regelméaflig sich ein dem gewohnlichen Resultat widerspre-
chendes ergibt, & dafs wir das auf eine Ermiidung schieben,
die , ohne daff wir’s wissen uns gewisse Schritte tiberspringen
1at? Und konnten wir dann nicht sagen: — wenn wir nur nicht
ermiideten, wiirde sich dieses Resultat ergeben —? Darum, weil
es die Logik fordert? Fordert sie es denn? Kontrollieren wir

(hier) nicht die Logik mit einem anderen Kalkiil?

Nehmen wir an wir ndhmen immer 100 Schritte des logischen
Kalkiils zusammen & erhielten nun verldflliche Resultate, wih-
rend wir sie nicht erhalten, wenn wir alle Schritte auszufiihren
versuchen — — man mochte sagen: die Rechnung basiert ja doch
auf Einerschritten, da ein Hunderterschritt durch Einerschritte
definiert ist. — Die Definition sagt doch: einen Hunderterschritt
machen sei dasselbe wie ..., — & doch machen wir den
Hunderterschritt & nicht die hundert Einerschritte. Beim abge-
kiirzten Rechnen folge ich doch einer Regel — — & wie wurde die-
se Regel abgeleitet? — Wie, wenn der gekiirzte & der ungekiirz-

te Beweis verschiedene Resultate ergeben?
30.11.1939

Was ich sage kommt doch darauf hinaus: dafs ich, z.B., “10” als
1+ 1+ 1+ 1..." definieren kann & ‘100 x 2" als 2 + 2 + 2.../,
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aber darum nicht notwendig ‘100 x 10" als “10 4+ 10 + 10...” oder
garals'1+1+1+1...%

Ich kann mich davon, dafs 100 x 100 = 10000 ist durch ein ‘ab-
gekiirztes” Verfahren {iberzeugen. Warum soll ich dann nicht

dieses als das urspriingliche Beweisverfahren betrachten?

Ein abgekiirztes Verfahren lehrt mich, was bei dem
unabgekiirzten herauskommen soll. (Statt dafi es umgekehrt

wadre.)
01.12.1939

“Die Rechnung basiert ja doch auf den Einerschritten ...” Ja;

aber auf andre Weise. Der Beweisvorgang ist eben ein anderer.
Ich kénnte z.B. sagen:

10=1+1+14+1+14+1+14+1+1+ 1und gleichermaflen
100 =10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10. Habe
ich nicht die Erklarung von 100 auf die sukzessive Addition
von 1 basiert? Aber in der selben Weise, als hitte ich 100 Einser
addiert? Braucht es in meiner Notation iiberhaupt ein Zeichen

der Form — ‘1 4+ 1 4 1...” mit 100 Summanden geben?

Die Gefahr scheint hier zu sein, das gekiirzte Verfahren als
einen blassen Schatten des ungekiirzten anzusehen. Die Regel
des Zihlens ist nicht das Zahlen.

02.12.1939
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Worin besteht es 100 Schritte des Kalkiils ‘zusammenzuneh-
men’? Doch darin, daff man nicht die Einerschritte sondern

einen andern Schritt als mafigebend ansieht.

Beim gewohnlichen Addieren von Zahlen im Dezimalsystem
machen wir Einerschritte, Zehnerschritte, etc.. Kann man sa-
gen, das Verfahren basiere auf dem, nur Einerschritte zu ma-
chen? Und man konnte es so begriinden: Das Resultat der Ad-
dition schaut allerdings so aus — ‘7583’, aber die Erkldrung
dieses Zeichens, seine Bedeutung, die endlich auch in seiner
Anwendung zum Ausdruck kommen muf3 ist doch der Art: 1 +
1+1+1+1ust. Aber ist dem so? Muf das Zahlzeichen so
erklart werden oder diese Erklarung implicite in seiner Anwen-
dung zum Ausdruck kommen? Ich glaube, wenn wir nachden-

ken zeigt sich’s, es ist nicht der Fall.

Das Rechnen mit Kurven oder mit dem Rechenschieber. Frei-
lich wenn wir die eine Art des Rechnens mit der anderen kon-
trollieren, kommt normalerweise dasselbe heraus. Wenn es nun
aber mehrere Arten gibt — wer sagt, wenn sie nicht {ibereinstim-
men, welches die eigentliche, d.h. aus dem Wesen der Zahl

stammende, Rechnungsweise ist?
04.12.1939

Wo ein Zweifel dariiber auftauchen kann, ob dies wirklich das
Bild dieses Beweises ist, wo wir bereit sind die Identitdt eines
Beweises anzuzweifeln, dort hat die Ableitung ihre Beweiskraft

verloren. Denn der Beweis dient uns ja als Mafs.
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Kénnte man sagen: Zu einem Beweise gehort ein von uns aner-

kanntes Kriterium der richtigen Reproduktion des Beweises?

D.h., (auf den gewdhnlichen Fall angewandt), es muf$ uns als
sicher feststehen, dafy wir beim Beweisen (z.B.) kein Zeichen
tibersehen haben. Dafi uns kein Teufelchen betrogen haben
kann, indem es Zeichen ohne unserm Wissen verschwinden

lief3, hinzusetzte, etc.

Man konnte sagen: Wenn man sagen kann: “auch wenn uns ein
Damon betrogen hitte, so wére doch alles in Ordnung”, dort
hat der Schabernack, den er uns antun wollte, eben seinen
Zweck verfehlt.

05.12.1939

Der Beweis, konnte man sagen, zeigt nicht blof3, daf§ es so ist,

sondern: wie es so ist. Er zeigt, wie 13 + 14 27 ergeben.

“Der Beweis muf$ tibersehbar sein” — heifst: wir miissen bereit
sein, ihn als Richtschnur unseres [(nicht-mathematischen)]

Urteilens zu gebrauchen.

Wenn ich sage “der Beweis ist ein Bild” — so kann man sich ihn

auch als kinematographisches Bild denken.
Den Beweis macht man ein fiir alle Mal.
Der Beweis muf3 natiirlich vorbildlich sein.

08.12.1939
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Der Beweis(, (das Beweisbild)) zeigt uns das Resultat eines
Vorgangs (der Konstruktion); & wir sind tiberzeugt, daf3 ein so

geregeltes Vorgehen (immer) zu diesem Bild fiihre.
(Der Beweis fiihrt uns ein synthetisches Faktum vor.)
09.12.1939

Mit dem Satz, der Beweis sei ein Vorbild, — diirfen wir nattirlich

nichts neues sagen.

Der Beweis mufs ein Vorgang sein, von dem ich sage: Ja, so muf3
es sein; das mufd herauskommen, wenn ich mich nach dieser

Regel richte.

Der Beweis, konnte man sagen, muf$ urspriinglich eine Art Ex-

periment sein — wird aber dann einfach als Bild genommen.

Wenn ich 200 Apfel & 200 Apfel zusammenschiitte & zihle, &
es es kommt 400 heraus, so ist das kein Beweis fiir 200 + 200 =
400. D.h., wir wiirden dieses Faktum nicht als Paradigma zur

Beurteilung aller dhnlichen Situationen verwenden wollen.

Zu sagen: “diese 200 Apfel & diese 200 Apfel geben 400"~ sagt:
Wenn man sie zusammenschiittet, kommt keiner weg, noch

dazu, sie verhalten sich normal.
11.12.1939

‘Das ist das Vorbild der Addition von 200 & 200’— nicht: * Das
ist das Vorbild davon, dafs 200 & 200 addiert 400 ergeben’. Der
Vorgang des Addierens ergab allerdings 400, aber dies Resultat
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nehmen wir nun zum Kriterium der richtigen Addition — oder

einfach: der Addition — dieser Zahlen.

« Der Beweis muf$ unser Vorbild, unser Bild, davon sein, wie

diese Operationen ein Ergebnis haben.

Der ‘bewiesene Satz’ driickt aus, was aus dem Beweisbild

abzulesen ist.

Der Beweis ist uns ein Paradigma des richtigen Zusammenzih-
lens von 200 Apfeln & 200 Apfeln: D.h., er bestimmt einen
neuen Begriff: ‘das Zusammenzahlen von 200 & 200 Gegen-
stinden’. Oder man konnte auch sagen: “ein neues Kriterium

dafiir, dafs nichts weggekommen, oder dazugekommen ist”.
Der Beweis definiert das ‘richtige Zusammenzahlen’”.

Der Beweis ist unser Vorbild eines bestimmten Ergebens,— wel-
ches als Vergleichsobjekt (Mafsstab)  fiir = wirkliche

Verdnderungen dient.

Der Beweis iiberzeugt uns von etwas — — aber nicht der
Gemiitszustand der Uberzeugung interessiert uns jetzt, son-

dern die Handlungen die diese Uberzeugung belegen.

Daher 1afit uns die Aussage, der Beweis iiberzeuge uns von der
Wahrheit dieses Satzes, kalt, da dieser Ausdruck der

verschiedensten Auslegungen fahig ist.
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Wenn ich sage: “der Beweis iiberzeugt mich von etwas”, so
muf} aber der Satz, der dieser Uberzeugung Ausdruck gibt
nicht im Beweise konstruiert werden. Wie wir z.B. multiplizie-
ren, aber nicht notwendigerweise das Ergebnis in Form des Sat-
zes ... X ... = ... hinschreiben. Man wird also wohl sagen, die
Multiplikation gebe uns diese Uberzeugung, ohne daf der Satz

der sie ausdriickt je ausgesprochen wird.

Ein psychologischer Nachteil der Beweise, die Sitze konstruie-
ren, ist, dafs sie uns leichter vergessen lassen, dafs der Sinn des
Resultats nicht aus diesem allein abzulesen (ist), sondern aus
dem Beweis. In dieser Hinsicht hat das Eindringen des Russell-

schen Symbolismus in die Beweise viel Schaden gemacht.

Die Russellschen Zeichen hiillen die wichtigen Formen des Be-
weises, gleichsam, bis zur Unkenntlichkeit ein, wie wenn eine

menschliche Gestalt in (viele) Tiicher gewickelt ist.
18.12.1939

Bedenken wir, wir werden in der Mathematik von grammati-
schen Sdtzen iiberzeugt; der Ausdruck, das Ergebnis, dieser

Uberzeugtheit ist also, daf wir eine Regel annehmen.

Nichts ist wahrscheinlicher, als dafd der Wortausdruck des Re-
sultats eines mathem. Beweises dazu angetan ist, uns einen
Mythus vorzumachen. Wie sollte es nicht so sein, da jeder Aus-
druck in diesen Sdtzen in einer sehr speziellen, & dabei, gewis-

sermafien, iibertragenen Bedeutung gebraucht wird.
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Ich will etwa sagen: Wenn auch der bewiesene mathema-
tische Satz hinaus auf eine Realitdt aufSerhalb (seiner selbst) zu
deuten scheint, (so) ist er doch nur (der) Ausdruck der

Anerkennung eines neuen Mafles (der Realitdt).

Wir nehmen also (aus diesen Grundlagen, auf diese Weise) die
Konstruierbarkeit (Beweisbarkeit) dieses Symbols (ndmlich des
math. Satzes) zum Zeichen dafiir, dafs wir Symbole so & so

transformieren sollen — — —

Wir haben uns im Beweis zu einer Erkenntnis durchgerungen?
Und der letzte Satz spricht diese Erkenntnis aus? Ist diese Er-
kenntnis nun frei vom Beweise (ist die Nabelschnur abge-
schnitten)? — Nun, der Satz wird jetzt allein & ohne das

Anhiéngsel des Beweises verwendet.

Warum soll ich nicht sagen: ich habe mich, im Beweis, zu einer

Entscheidung durchgerungen?

Der Beweis stellt diese Entscheidung in ein System von Ent-

scheidungen.

(Ich konnte nattirlich auch sagen: “der Beweis iiberzeugt mich
von der Zweckmafigkeit dieser Regel”. Aber das zu sagen

konnte leicht irrefiihren.)
20.12.1939

Der durch den Beweis bewiesene Satz dient als Regel, also als

Paradigma. Denn nach der Regel richten wir uns.
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Aber bringt uns der Beweis nur dazu, daf wir uns nach dieser
Regel richten (sie anerkennen), oder zeigt er uns auch, wie wir

uns nach ihr richten sollen?
Der math. Satz soll uns ja zeigen, was zu sagen Sinn hat.

Der Beweis konstruiert einen Satz; aber es kommt eben drauf
an wie er ihn konstruiert. Manchmal z.B. konstruiert er zuerst
eine Zahl & dann folgt der Satz, daf3 es eine solche Zahl gibt.
Wenn wir sagen, die Konstruktion miisse uns von dem Satz
iiberzeugen, so heifst das, dafs sie uns dazu bringen muf3, diesen
Satz so & so anzuwenden. Dafs sie uns bestimmen mufs, das als

Sinn, das nicht als Sinn anzuerkennen.
21.12.1939

Was hat der Zweck einer Euklidischen Konstruktion, etwa der
Halbierung der Strecke, mit dem Zweck der Ableitung einer

Regel aus Regeln mittels logischer Schliisse gemein?

Das Gemeinsame scheint zu sein, daf$ ich durch die Konstrukti-

on eines Zeichens die Anerkennung eines Zeichens erzwinge.

Konnte man sagen: “Die Mathematik schafft neue Ausdriicke,
nicht neue Sitze”?? Insofern namlich, als die mathematischen
Sétze ein fiir allemal in die Sprache aufgenommene Instrumen-

te sind — & ihr Beweis die Stelle zeigt, an der sie stehen.

Inwiefern sind aber z.B. Russells Tautologien ‘Instrumente der
Sprache’? Russell hitte sie jedenfalls nicht fiir solche gehalten.
Sein Irrtum, wenn ein solcher vorlag, konnte aber nur darin

bestehen, dafs er auf ihre Anwendung nicht acht hatte.
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Der Beweis lafst ein Gebilde aus einem anderen entstehen. Er
fiihrt uns die Entstehung von einem aus anderen vor. Das ist
alles recht gut — aber er leistet doch damit in verschiedenen
Fillen ganz Verschiedenes! Was ist das Interesse dieser Uberlei-

tung?!

Wenn ich auch den Beweis in einem Archiv der Sprache
niedergelegt denke, wer sagt, wie dies Instrument zu verwen-

den ist, wozu es dient!
22.12.1939

Der Beweis bringt mich dazu zu sagen, das miisse sich so
verhalten. — — Nun, das versteh ich im Fall eines Euklidischen
Beweises oder eines Beweises von “25 x 25 = 625”7, aber ist es
auch so im Fall eines R.schen Beweises etwa von “ pDq e p.D.
q”? Was heifst hier ‘es miisse sich so verhalten’, im Gegensatz zu
‘es verhdlt sich so’? Soll ich sagen: “nun ich nehme diesen
Ausdruck als Paradigma fiir alle nichtssagenden Saitze dieser

Form an”?

Ich gehe den Beweis durch & sage: “Ja, so muf$ es sein; ich mufs
den Gebrauch der Sprache so festlegen”. Ich schlage gleichsam

einen Bolzen ein, & schlieffe damit gewisse Bewegungen aus.

Ich will sagen, dafy das Muf$ einem Gleise entspricht, das ich in

der Sprache lege.
24.12.1939

Wenn ich sagte, ein Beweis fiihre einen neuen Begriff ein so

meinte ich so etwas wie: der Beweis setze ein neues Paradigma
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zu den Paradigmen der Sprache; etwa wie wenn man ein be-
sonderes rotlich-blau mischte die besondere Farbmischung ir-
gendwie festlegte, & ihr einen Namen gébe. Aber wenn wir
auch geneigt sind, einen Beweis ein solches neues Paradigma
zu nennen — was ist die genaue Ahnlichkeit eines Beweises zu
so einem Paradigma? Man mochte sagen: der Beweis dndert die
Grammatik unserer Sprache, dndert unsere Begriffe. Er macht
neue Zusammenhdnge & er schafft den Begriff dieser Zusam-
menhédnge. (Er stellt nicht fest, daff sie da sind, sondern sie

bestehen nicht, ehe er sie nicht macht.)

Welchen Begriff schafft ‘pDp’? Und doch ist es mir als
konnte man sagen “pDp” diene uns als Begriffszeichen. “pDp”
ist eine Formel. Legt eine Formel einen Begriff fest? Man kann
sagen: “daraus folgt nach der Formel ... das & das”. Oder auch:
“daraus folgt auf die Art (& Weise) ... das & das”. Aber ist das
ein Satz, wie ich ihn winsche? Wie ist es aber damit “Zieh’

daraus die Konsequenz auf die Art ...”?

Wenn ich vom Beweis sage, er sei ein Vorbild(, ein Bild,)
so mufs ich es auch von einer R.schen primitive proposition

sagen (als der Eizelle eines Beweises).

Man kann fragen: Wie ist man darauf gekommen den Satz
“pDp” als eine wahre Behauptung auszusprechen? Nun, man
hat ihn nicht im praktischen Sprachverkehr gebraucht, — aber
dennoch war man geneigt ihn unter besondern Umstdnden

(wenn man z.B. Logik betrieb) mit Uberzeugung auszusprechen.
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Wie ist es aber mit ‘pDp’? Ich sehe in ihm einen degenerierten
Satz, der auf der Seite der Wahrheit ist. Ich lege ihn als wichti-
gen Schnittpunkt von Sitzen fest. Ein Angelpunkt der Darstel-
lung.

28.12.1939

Die Konstruktion des Beweises beginnt mit irgend welchen Zei-
chen, & unter diesen miissen einige, die ‘Konstanten” in der
Sprache schon Bedeutung haben. So ist es wesentlich dafs “ v ”
& “~” schon eine uns geldufige Anwendung besitzen & die
Konstruktion eines Beweises in den Principia Mathematica
nimmt ihre Wichtigkeit, ihren Sinn, daher. Die Zeichen aber

des Beweises lassen ihre Bedeutung nicht erkennen.

Die ‘Verwendung’ des Beweises hat natiirlich mit jener

Verwendung seiner Zeichen zu tun.

Wie gesagt, ich bin ja auch schon von den primitive pro-
positions Russell’s in gewissem Sinne iiberzeugt. Die Uberzeu-
gung also, die der Beweis hervorbringt kann nicht nur von der

Beweiskonstruktion herrtihren.

Wenn ich das Urmeter in Paris sdhe, aber die Institution
des Messens & ihren Zusammenhang mit dem ‘Urmeter” nicht

kennte — konnte ich sagen, ich kenne den Begriff des Urmeters?

Ist nicht auch so die Beweiskonstruktion ein Teil einer Instituti-

on?
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Der Beweis ist ein Instrument — aber warum sage ich: “ein In-
strument der Sprache”? Ist denn die Rechnung notwendiger-

weise ein Instrument der Sprache?

Was ich immer tue, scheint zu sein, zwischen Sinnbestim-

mung & Sinnverwendung einen Unterschied hervorzuheben.

Den Beweis anerkennen: Man kann ihn anerkennen als
Paradigma der Figur, die entsteht, wenn diese Regeln richtig auf
gewisse Figuren angewandt wurden. Man kann ihn anerken-
nen als die richtige Ableitung einer Schlufiregel. Oder als eine
richtige Ableitung aus einem richtigen Erfahrungssatz; oder als
die richtige Ableitung aus einem falschen Erfahrungssatz; oder
einfach als die richtige Ableitung aus einem Erfahrungssatz,

von dem wir nicht wissen ob er wahr oder falsch ist.

Kann ich nun aber sagen, daf} die Auffassung des Beweises als
‘Beweises der Konstruierbarkeit” des bewiesenen Satzes in ir-
gend einem Sinn(e) eine einfachere, primaérere, als jede andre
Auffassung ist? Kann ich also sagen: “Ein jeder Beweis beweist
vor allem, daf3 diese Zeichenform herauskommen mufs wenn ich

diese Regeln auf diese Zeichenformen anwende”?

Oder: “Der Beweis beweist vor allem, dafs diese Zeichenform
entstehen kann, wenn man nach diesen Transformationsregeln
mit diesen Zeichen operiert. — Das wiirde auf eine geometri-
sche Anwendung deuten. Denn der Satz dessen Wahrheit, wie
ich sage, hier bewiesen ist, ist ein geometrischer Satz, ein Satz
Grammatik die Transformierungen von Zeichen betreffend.

Man konnte z.B. sagen: es sei bewiesen, dafs es Sinn habe zu sa-
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gen, jemand habe das Zeichen ... nach diesen Regeln aus ... &

... erhalten, aber keinen Sinn etc. etc..

Oder: Wenn man die Mathematik jedes Inhalts entkleide, so
bleibe, dafy gewisse Zeichen aus andern nach gewissen Regeln

sich konstruieren lassen. —

Das Mindeste, was wir anerkennen (miissen) sei: dafs dies Zei-
chen etc. etc. — & diese Anerkennung liege jeder anderen zu

Grunde. —

Ich mochte nun sagen: Die Zeichenfolge des Beweises zieht
nicht notwendigerweise irgendein Anerkennen nach sich.
Wenn wir aber einmal mit dem Anerkennen anfangen, dann

braucht es nicht das ‘geometrische” zu sein.

Ein Beweis konnte doch aus blofd zwei Stufen bestehen: etwa
einem Satz “(x).f(x)" & einem ‘f(a)” — spielt hier das richtige

Ubergehen nach einer Regel eine wichtige Rolle?
01.01.1940
Was ist unerschiitterlich gewifS am Bewiesenen?

Einen Satz als unerschiitterlich gewiff anzunehmen — will ich
sagen — heifit, ihn als grammatische Regel zu verwenden:

dadurch entzieht man ihn der UngewifSheit.
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“Der Beweis mufi iibersehbar sein” heifst eigentlich nichts
andres als: der Beweis ist kein Experiment. Was sich in ihm
ergibt nehmen wir nicht deshalb an weil es sich einmal ergibt,
oder weil es sich oft ergibt. Sondern wir sehen im Beweis den

Grund dafiir, zu sagen, daf3 es sich ergeben mufs.

Nicht, dafs das Zuordnen zu diesem Resultat fiihrt beweist— son-
dern dafs wir iiberredet werden, diese Erscheinungen (Bilder)

als Vorbilder zu nehmen dafiir, wie es ausschaut, wenn ....

Der Beweis ist unser neues Vorbild dafiir wie es ausschaut,
wenn nichts weg- & nichts dazukommt, wenn wir richtig

zdhlen, etc..

Ich will sagen: mit der Logik der Principia Mathematica konnte
man eine Arithmetik begriinden in der 1000 + 1 = 1000 ist; &
alles was dazu nétig ist, wédre die sinnliche Richtigkeit der
Rechnungen anzuzweifeln. Wenn wir sie aber nicht anzweifeln,
so hat daran nicht unsre Uberzeugtheit von der Wahrheit der
Logik die Schuld.

Wenn wir beim Beweis sagen: “Das muf§ herauskommen” — so

nicht aus Griinden, die wir nicht sehen.

Nicht, daf8 wir dieses Resultat erhalten, sondern, daf$ es das

Ende dieses Weges ist, ldfst es uns annehmen.

Das ist der Beweis, was uns iiberzeugt: Das Bild, was uns nicht
iiberzeugt, ist der Beweis auch dann nicht, wenn von ihm ge-

zeigt werden kann, daf3 es einen Satz exemplifiziert.

02.01.1940
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Das heifst: es darf keine physikalische Untersuchung des Be-

weisbildes notig sein um uns zu zeigen, was bewiesen ist.

Wir sagen von zwei Menschen auf einem Bild nicht vor al-
lem: der eine erscheine kleiner als der andre, & erst dann, er er-
scheine weiter weg zu sein. Es ist, kann man sagen, wohl mog-
lich dafl uns das kiirzer sein gar nicht auffillt sondern blof§ das
Hintenliegen. (Dies scheint mir mit der Frage der ‘geometri-

schen” Auffassung des Beweises zusammen zu hédngen.)
03.01.1940
“Er ist das Vorbild fiir das, was man so & so nennt.’

Von was soll aber der Ubergang von “(x) e ¢x” auf “¢a” ein
Vorbild sein? Hochstens davon, wie von Zeichen der Art “(x) e
¢x” geschlossen werden kann. Das Vorbild dachte ich mir als
eine Rechtfertigung, hier aber ist es keine Rechtfertigung. Das
Bild (x) e ¢x :. da rechtfertigt den Schlufd nicht. Wenn wir von
einer Rechtfertigung des Schlusses reden wollen, so liegt sie

aufderhalb dieses Zeichenschemas.

Und doch ist etwas daran, daf8 der math. Beweis einen neuen
Begriff schafft. — Jeder Beweis ist gleichsam ein Bekenntnis zu

einer bestimmten Zeichenverwendung.

Aber wozu ist er ein Bekenntnis? Nur zu dieser Verwendung
der Ubergangsregeln von Zeichen zu Zeichen? Oder (ist er)
auch ein Bekenntnis zur Verwendung der primitive

propositions in der & der Weise?
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Koénnte ich sagen: ich bekenne mich zu p D p als einer Tautolo-

gie?
Ich nehme pDp als Maxime an, etwa des SchliefSens.

Die Idee, der Beweis schaffe einen neuen Begriff konnte man
(auch) ungefdhr so ausdriicken: Der Beweis ist nicht: seine
Grundlagen plus den Schlufsregeln; sondern ein neues Haus —
obgleich ein Beispiel dieses & dieses Stils. Der Beweis ist ein

neues Paradigma.

Der Begriff, den der Beweis schafft, kann z.B. ein neuer Schluf3-
begriff sein, ein neuer Begriff des richtigen Schlieffens. Warum
ich aber das als richtiges Schlieffen anerkenne, hat seinen Grund

auflerhalb des Beweises.

Der Beweis schafft einen neuen Begriff — indem er ein neues
Zeichen schafft, oder ist. Oder — indem er dem Satz, der sein
Ergebnis ist, einen neuen Platz gibt. (Denn der Beweis ist nicht

eine Bewegung, sondern ein Weg.)

Es darf nicht vorstellbar sein, daf3 diese Substitution in die-
sem Ausdruck etwas anderes ergibt. Oder: ich muf es fiir nicht
vorstellbar erkldren. (Das Ergebnis eines Experiments aber

kann man sich so & so vorstellen.)

Man konnte sich doch aber den Fall vorstellen, dafs der Beweis
sich dem Ansehen nach dndert — er ist in einen Fels gegraben &

man sagt es sei der gleiche, was immer der Anschein sagt.

Sagst Du eigentlich etwas anderes als: der Beweis wird als Be-

weis genommen?
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Der Beweis mufs ein anschaulicher Vorgang sein. Oder auch:

der Beweis ist der anschauliche Vorgang.
Nicht etwas hinter dem Beweise, sondern der Beweis beweist.
07.01.1940

Wenn ich sage: “es mufs vor allem offenbar sein, daf’ diese Sub-
stitution wirklich diesen Ausdruck ergibt” — so konnte ich auch
sagen: “ich mufs es als unzweifelhaft annehmen” — aber dann
miissen dafiir gute Griinde vorliegen: Z.B., daf$ die gleiche Sub-
stitution so gut wie immer das gleiche Resultat ergibt etc. Und
besteht darin nicht eben die Ubersehbarkeit?

Ich mochte sagen, daf3, wo die Ubersehbarkeit nicht vorhanden
ist, wo also fiir einen Zweifel Raum ist, ob (hier) wirklich das
Resultat dieser Substitution vorliegt, der Beweis zerstort ist.
Und nicht — in einer dummen & unwichtigen Weise, die mit

dem Wesen des Beweises nichts zu tun hat.

Oder: Die Logik als Grundlage aller Mathematik tut’s schon
darum nicht, weil die Beweiskraft der logischen Beweise mit

ihrer geometrischen Beweiskraft steht & fallt.

D.h.: der logische Beweis, etwa von der Russellschen Art, ist
beweiskriftig nur solange, als er auch geometrische Uberzeu-
gungskraft besitzt. Und eine ‘Abkiirzung’ eines solchen logi-
schen Beweises kann diese Uberzeugungskraft haben & durch
sie ein Beweis sein, wenn die (voll) ausgefiihrte Konstruktion

nach R-scher Art es nicht ist.

173


file:///ms-122/#80r.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/80r.webp
file:///ms-122/#80r.4
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/80r.webp
file:///ms-122/#82v.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/82v.webp
file:///ms-122/#83r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/83r.webp
file:///ms-122/#83r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/83r.webp
file:///ms-122/#83r.3+83v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/83r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/83v.webp

Wir neigen dazu, zu glauben, daf3 der logische Beweis eine eige-
ne, absolute Beweiskraft habe, welche von der unbedingten Si-
cherheit der logischen Grund- & Schlufsgesetze herriihrt. Wih-
rend doch die so bewiesenen Sitze nicht sicherer sein konnen,

als es die Richtigkeit der Anwendung jener Schlufigesetze ist.
08.01.1940

Die logische Gewifsheit der Beweise — will ich sagen — reicht

nicht weiter, als ihre geometrische Gewifsheit.

Wenn nun der Beweis ein Vorbild ist, so mufS es darauf
ankommen, was als eine richtige Reproduktion des Beweises

zu gelten hat.

Kame z.B. im Beweis das Zeichen “||||||l]||” vor, so ist es nicht
klar, ob als Reproduktion davon nur ‘die gleiche Anzahl” von
Strichen (oder etwa Kreuzchen) gelten soll, oder ebensowohl

auch eine andere, wenn nicht gar zu kleine Anzahl. Etc.

Es ist doch die Frage, was als Kriterium der Reproduktion des
Beweises zu gelten hat, — der Gleichheit von Beweisen. Wie
sind sie zu vergleichen, um die Gleichheit festzustellen? Sind

sie gleich, wenn sie gleich ausschauen?

Ich mochte, sozusagen, zeigen, dafs wir den logischen Beweisen

in der Mathematik davonlaufen konnen.
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“Durch entsprechende Definitionen kénnen wir “25 x 25
= 625" in der R.schen Logik beweisen.” — Und kann ich die ge-
wohnliche Beweistechnik durch die R.sche erkldren? Aber wie
kann man eine Beweistechnik durch eine andere erkliren? Wie
kann eine das Wesen einer andern erkldaren? Denn ist die eine
eine ‘Abkiirzung’ der anderen, so muf3 sie doch eine systemati-
sche Abkiirzung sein. Es bedarf doch eines Beweises, daf3 ich
die langen Beweise systematisch abkiirzen kann & also wieder
ein System von Beweisen erhalte. Die langen Beweise gehen
nun (zuerst) immer mit den kurzen einher & geben ihnen
gleichsam ihre Sanktion. Aber endlich koénnen sie den kurzen

nicht mehr folgen & diese zeigen ihre Selbstandigkeit.

Das Betrachten der langen uniibersehbaren logischen Beweise
ist nur ein Mittel um zu zeigen, wie diese Technik zusammen-

bricht & neue Techniken notwendig werden.

Ich will sagen: Die Mathematik ist ein buntes Gemisch von
Beweistechniken. — — Und darauf beruht ihre mannigfache
Anwendbarkeit & ihre Wichtigkeit.

Und das kommt doch auf das Gleiche hinaus, wie zu sagen:
Wer ein System, wie das R.sche, besdfie & aus diesem ‘durch
entsprechende Definitionen” Systeme, wie den Differentialkal-
kiil, erzeugte, der erfinde ein neues Stiick Mathematik. (Wie

ich schon friiher gesagt habe.)

Nun, man koénnte doch einfach sagen: Wenn ein Mensch das
Rechnen im Dezimalsystem erfunden hétte — der hidtte doch
eine mathematische Erfindung gemacht! — Auch wenn ihm

Russell’s Principia Mathematica bereits vorgelegen wiren. —
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Wie ist es, wenn man ein Beweissystem einem anderen koordi-
niert? Es gibt dann eine Ubersetzungsregel mittels derer man
die in S1 bewiesenen Sdtze in die in S2 bewiesenen tibersetzen
kann. Man kann sich doch aber denken, daf$ einige — oder alle —
Beweissysteme der heutigen Mathematik auf solche Weise ei-
nem System, etwa dem R.schen zugeordnet waren. So daf3 alle
Beweise, wenn auch umstédndlich, in diesem System ausgefiihrt
werden konnten. So gébe es dann nur das eine System - &
nicht mehr die vielen Systeme? — Aber es muf3 sich doch also
von dem einen zeigen lassen, daff es sich in den vielen
darstellen ldf3t. — Ein Teil des Systems wird die Eigentiimlich-
keiten der Trigonometrie besitzen, ein anderer die der Algebra,
u.s.w.. Man kann also sagen, dafs in diesen Teilen verschiedene

Techniken verwendet werden.

Ich sagte: der, welcher das Rechnen in der Dezimalnotation er-
funden hat, habe doch eine mathematische Entdeckung ge-
macht. Aber hitte er diese Entdeckung nicht in lauter Russell-
schen Symbolen machen kénnen. Er hétte, sozusagen (wie ich

mich seinerzeit ausdriickte) einen neuen Aspekt entdeckt.

‘Aber die Wahrheit der wahren math. Sitze kann dann doch
aus jenen allgemeinen Grundlagen bewiesen werden.” — Mir
scheint, hier ist ein Haken. Wann sagen wir, ein math. Satz sei

wahr? —
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Mir scheint, als fithrten wir, ohne es zu wissen, neue Begriffe in
die R.sche Logik ein. — — Z.B., indem wir festsetzen, was fiir
Zeichen der Form (3x,y,z...) als einander dquivalent & welche
nicht als dquivalent gelten sollen. Ist es selbstverstandlich, dafs

“(3x,y,z)” nicht das gleiche Zeichen ist wie “(3x,y,z,u)”?

Aber wie ist es — : Wenn ich zuerst ‘pvq” & ‘~p’ einfiihre &
einige Tautologien mit ihnen konstruiere — & dann zeige ich
(etwa) die Reihe ~p, ~ ~p, ~ ~ ~p, etc. vor & fiihre eine
Notation ein wie ~1p, ~2p.....~10p.... . Ich mochte sagen: wir hat-
ten vielleicht an die Mdglichkeit so einer Reihenordnung ur-
spriinglich gar nicht gedacht & wir haben nun einen neuen Be-

griff in unsre Rechnung eingefiihrt. Hier ist ein ‘neuer Aspekt’.

Es ist ja klar, daf’ ich den Zahlbegriff, wenn auch in sehr primi-
tiver & unzureichender Weise hitte so einfithren konnen — aber

dieses Beispiel zeigt mir alles was ich brauche.

In wiefern kann es richtig sein, zu sagen, man hdtte mit der
Reihe ~p, p, ~p, etc. einen neuen Begriff in die Logik einge-
fithrt? — Nun, vor allem konnte man sagen, man habe es mit
dem ’‘etc.” getan. Denn dieses ‘etc.” steht fiir ein mir neues
Gesetz der Zeichenbildung. Dafiir charakteristisch, die
Tatsache, daf3 eine rekursive Definition zur Erklarung der Dezi-

malnotation benétigt wird.
Eine neue Technik wird eingefiihrt.

Man kann es auch so sagen: Wer den Begriff der R./schen
Beweis- & Satzbildung hat, hat damit nicht den Begriff jeder
Reihe
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Ich mochte sagen: R.’s Begriindung der Mathematik schiebt die
Einfiihrung neuer Techniken hinaus, — bis man endlich glaubt,

sie sei (gar) nicht mehr notig.

(Es wiére vielleicht so, als philosophierte ich iiber den Begriff
der Langenmessung so lange, bis man vergdfle, dafs zur Lan-
genmessung die tatsdchliche Festsetzung einer Langeneinheit

notig ist.)
11.01.1940

Kann man nun, was ich sagen will so ausdriicken: “Wenn wir
von Anfang an gelernt hétten alle Mathematik in R’s System zu
schreiben, so ware nattirlich mit dem R’schen Kalkiil die Diffe-
rentialrechnung, z.B., noch nicht erfunden. Wer also diese

4

Rechnungsart im R’schen Kalkiil entdeckte ———.
Angenommen, ich hétte R’sche Beweise der Sitze
‘PE~~P A pE~~~plipE~~~p
vor mir & fande nun einen abgekiirzten Weg, den Satz ‘p=~10p’

zu beweisen. Es ist als habe ich eine neue Rechnungsart inner-
halb des alten Kalkiils gefunden. Worin besteht es, dafs sie

gefunden wurde?

Sage mir: Habe ich eine neue Rechnungsart eingefiihrt, wenn
ich multiplizieren gelernt hitte & mir nun Multiplikationen mit
lauter gleichen Faktoren als ein besonderer Zweig dieser Rech-

nungen auffallen & ich daher die Notation einfiihre ‘a" = ...” ?

12.01.1940

178


file:///ms-122/#89v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/89v.webp
file:///ms-122/#89v.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/89v.webp
file:///ms-122/#90v.2+91r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/90v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/91r.webp
file:///ms-122/#91r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/91r.webp
file:///ms-122/#91r.3+91v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/91r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/91v.webp
file:///ms-122/#91v.3+92r.1

Offenbar die blofle ‘abgekiirzte’, oder andere, Schreibweise —
“16% statt 16 x 16’ — macht’s nicht. Wichtig ist, daf8 wir jetzt die
Faktoren blof zihlen. Ist 161 das gleiche wie

16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x 16 x
16 x 16.? Der Beweis, daf3 1615 = - -+ ist, besteht nicht einfach
darin, daf3 ich 16 15-mal mit sich selbst multipliziere & daf3
dabei dies heraus kommt — sondern es mufd im Beweis gezeigt

sein, dafs ich die Zahl 15-mal zum Faktor setze.
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Wenn ich frage: “Was ist das neue an der ‘neuen Rechnungsart’
des Potenzierens” — so ist das schwer zu sagen. Das Wort ‘neu-
er Aspekt’ ist vag. Es heifst, wir sehen die Sache jetzt anders an
— aber die Frage ist: was ist die wesentliche, die wichtige, Aufle-
rung dieses ‘andersAnsehens’? Zuerst will ich sagen: “Es hatte
einem nie auffallen brauchen, dafs in gewissen Produkten alle
Faktoren gleich sind” — oder: “’Produkt lauter gleicher Fakto-
ren’ ist ein neuer Begriff” — oder: “Das Neue besteht darin, daf8
wir die Rechnungen anders zusammenfassen”. Beim Potenzie-
ren ist es offenbar das Wesentliche, dafd wir auf die Zahl der
Faktoren sehen. Es ist doch nicht gesagt, dafs wir auf die Zahl
der Faktoren je geachtet haben. Es mag uns zum ersten mal
auffallen daf$ es Produkte mit 2, 3, 4 etc. Faktoren gibt, obwohl
wir schon lange solche Produkte ausgerechnet haben. Ein
neuer Aspekt — aber wieder: Was ist seine wichtige Seite? Wozu
beniitze ich diesen neuen Aspekt? — Nun vor allem lege ich ihn
vielleicht in einer Notation nieder. Ich schreibe also, z.B. statt ‘a
x a’ ‘a2’. Dadurch beziehe ich mich auf die Zahlenreihe (spiele
auf sie an), was friiher nicht geschehen war. Ich stelle also doch
eine neue Verbindung her! — Eine Verbindung — zwischen wel-
chen Dingen? Zwischen der Technik des Zdhlens von Faktoren
& der Technik des Multiplizierens.

Aber so macht ja jeder Beweis, jede einzelne Rechnung neue

Verbindungen!
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Aber der gleiche Beweis, der zeigt, dafd a x a x a x a... = b ist
beweist doch auch, dafd an=b ist; nur, daf$ wir den Ubergang
nach der Definition von ‘a’™ machen miissen. Aber dieser
Ubergang ist gerade das Neue. Aber wenn er nur ein Ubergang

zu dem alten Beweis ist, wie kann er dann wichtig sein?

‘Es ist nur ein andere Schreibweise.” Wo hort es auf — blof3 eine

andre Schreibweise zu sein?

Nicht dort: wo nur die eine Schreibweise, & nicht die andre, so

& so verwendet werden kann?

Man koénnte es “einen neuen Aspekt finden” nennen wenn Ei-
ner statt f(a) schreibt a(f); man konnte sagen: ‘Er sieht die
Funktion als Argument ihres Arguments an’. Oder wenn Einer
statt ‘a x a’ schriebe "x(a)” konnte man sagen: “Was man friiher
als Spezialfall einer Funktion mit zwei Argumentstellen ansah,
sieht er als Funktion mit einer Argumentstelle an.” Wer das tut,
hat gewifs in einem Sinn den Aspekt verdandert, er hat z.B. die-
sen Ausdruck mit anderen zusammengestellt, verglichen, mit
denen er friiher nicht verglichen wurde. — Aber ist das nun eine
wichtige Aspektdnderung? Nicht, solange sie nicht gewisse

Konsequenzen hat.

Es ist schon wahr, daff ich durch das Hineinbringen des
Begriffs der Zahl der Negationen von p den Aspekt der logi-
schen Rechnung gedndert habe: ‘So hab ich es noch nicht ange-
schaut’~ kénnte man sagen. Aber wichtig wird diese Anderung

erst dadurch, dafs sie die Anwendung des Zeichens dndert.

13.01.1940
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Einen Fufd als 12 Zoll auffassen, hiefe allerdings den Aspekt
des Fufles d@ndern, aber wichtig wiirde diese Anderung erst,

wenn man nun auch Langen in Zoll miifSe.

Wer das Zahlen der Negationszeichen einfiihrt, fiihrt eine neue

Art der Reproduktion der Zeichen ein.

Es ist zwar fiir die Arithmetik, die (doch) von der Gleichheit
von Anzahlen spricht, ganz gleichgiiltig, wie Anzahlengleich-
heit zweier Klassen festgestellt wird — aber es ist fiir ihre
Schliisse nicht gleichgiiltig, wie ihre Zeichen mit einander ver-
glichen werden, nach welcher Methode also, z.B., festgestellt
wird, ob die Anzahl der Ziffern zweier Zahlzeichen die gleiche

ist.

Nicht die Einfiihrung der Zahlzeichen als Abkiirzungen ist
wichtig, sondern der Methode des Zéhlens.

Ich will die Buntheit der Mathematik erklédren.

‘Ich kann auch in Russell’s System den Beweis fiihren, dafs
127 : 18 = 7°055 ist.” Warum nicht. — Aber muf} beim R.schen
Beweis dasselbe herauskommen, wie bei der gewdhnlichen
Division? Die beiden sind freilich durch eine Rechnung (durch
Ubersetzungsregeln etwa) mit einander verbunden; aber ist es
nicht doch gewagt die Division in der ‘sekundéren” Technik zu

rechnen?

Aber wenn nun Einer sagte: “Unsinn — solche Bedenken spielen

gar keine Rolle!” —

14.01.1940
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— Aber nicht um die Unsicherheit handelt sich’s, denn wir sind
(ja) unsrer Schliisse sicher, sondern darum, ob wir noch (Rus-
sellsche) Logik betreiben, wenn wir z.B. dividieren. Wie weifs
ich, wie ich einen R.schen Beweis als Division anwenden kann?
Ich sehe z.B. nach, wie oft eine Linge in einer andern enthalten
ist: wie zeigt mir ein R-scher Beweis diese Anwendung? — Z.B.,
in R.schen Beweisen braucht kein Zdhlen vorkommen. Aber
kann ich nicht doch einen Satz wie ‘127 : 18 = 7°05” in R.sche
Notation iibertragen? — Ja, wenn ich eine gewisse Ubertragung
annehme. Aber ist es denn nicht einfach eine Ubertragung nach

einer Definition? — —

Die Trigonometrie hat ihre Wichtigkeit urspriinglich in
ihrer Verbindung mit Langen- & Winkelmessungen: sie ist ein
Stiick Mathematik, das zur Anwendung auf Langen- & Winkel-
messungen eingerichtet ist. Man kénnte die Anwendbarkeit auf

dieses Gebiet auch einen ‘Aspekt” der Trigonometrie nennen.

Wenn ich einen Kreis in 7 gleiche Teile teile & den Kosinus
eines dieser Teile durch Messung bestimme — ist das eine Rech-
nung oder ein Experiment? Wenn eine Rechnung — ist sie denn

tibersehbar?
Ist das Rechnen mit dem Rechenschieber iibersehbar?

Wenn man den Cosinus eines Winkels durch Messung bestim-
men mufs, ist dann ein Satz der Form cos x = n ein mathemati-
scher Satz? Was ist das Kriterium dieser Entscheidung? Sagt der
Satz etwas Aufleres iiber unsre Lineale, u. dergl., aus; oder
etwas Internes iiber unsre Begriffe? — Wie ist das zu entschei-

den?
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Gehoren die Figuren (Illustrationen) in der Trigonometrie zur
reinen Mathematik, oder sind sie nur Beispiele einer moglichen

Anwendung?
16.01.1940

Wenn an dem, was ich sagen will, irgend etwas Wahres ist, so
mufs, z.B., das Rechnen in der Dezimalnotation sein eigenes
Leben haben. — Man kann natiirlich jede Dezimalzahl

darstellen in der Form:

& daher die vier Rechnungsarten in dieser Notation ausfiihren.
Aber das Leben der Dezimalnotation miifste unabhéngig sein

von dem der Strichnotation.

In diesem Zusammenhang féllt mir immer wieder dies
ein: Dafl man in R.’s Logik zwar einen Satz a : b = ¢ beweisen
kann, dafs sie uns aber einen richtigen Satz dieser Form nicht
konstruieren lehrt, d.h. daf$ sie uns nicht Dividieren lehrt. Der
Vorgang des Dividierens entsprache z.B. dem eines systermati-
schen Probierens R’scher Beweise zu dem Zwecke etwa den Be-
weis eines Satzes von der Form 37 x 15 = x zu erhalten. ‘Aber
die Technik eines solchen systematischen Probierens griindet
sich doch wieder auf Logik. Man kann doch wieder logisch be-
weisen, daf3 diese Technik zum Ziel fithren muf3.” Es ist also
dhnlich, wie wenn wir im Euklid beweisen, dafs sich das & das

so & so konstruieren 1413t.

17.01.1940
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Was will Einer zeigen, der zeigen will, dafs Mathematik nicht
Logik ist? Er will doch etwas sagen wie: — Wenn man Tische,
Stiihle, Schrinke etc. in genug Papier wickelt, werden sie

endlich gewif$ alle kugelformig ausschauen.

Er will nicht zeigen, daff es unmdoglich ist, zu jedem math.
Beweis einen R’schen zu konstruieren, der ihm (irgendwie)
‘entspricht’; sondern, daff das Annehmen so einer Entspre-

chung sich nicht auf Logik stiitzt.
18.01.1940

“Aber wir kénnen doch immer auf die primitive logische Me-
thode zuriickgehen!” Nun, angenommen, daf§ wir es kénnen —
wie kommt es, dafs wir es nicht tun miissen? Oder sind wir vor-
schnell, unvorsichtig, wenn wir es nicht tun? Aber wie gehen
wir denn zuriick zum primitiven Ausdruck? Gehen wir, z.B.,
den Weg durch den sekunddren Beweis & von seinem Ende
aus zuriick in’s primére System & sehen zu, wo wir so hinge-
langen; oder gehen wir in beiden Systemen vor & machen dann
die Verbindung der Endpunkte? Und wie wissen wir, daf§ wir
im primédren System in beiden Fillen zum gleichen Resultat ge-
langen? Fiihrt das Vorgehen im sekunddren System nicht

Uberzeugungskraft mit sich?

“Aber wir konnen uns doch bei jedem Schritt im sekundaren
System denken, daff er auch im primdren gemacht werden
konnte!” — Das ist es eben: wir kénnen uns denken, dafs er gemacht

werden konnte — ohne, dafs wir ihn machen.
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Und warum nehmen wir den einen an Stelle des andern an?

Aus logischen Griinden?

“Aber kann man nicht logisch beweisen, daff beide Umwand-
lungen zum gleichen Resultat gelangen miissen?” — Aber es
handelt sich doch hier um Umwandlungen von Zeichen — wie

soll denn die Logik hier ein Urteil sprechen?

Wie kann der Beweis im Strichsystem beweisen, dafs der

Beweis im Dezimalsystem ein Beweis ist?

Nun, - ist es hier mit dem Beweis im Dezimalsystem nicht so,
wie mit einer Konstruktion bei Euklid, von der bewiesen wird,

daf3 sie wirklich eine Konstruktion dieses & dieses Gebildes ist?

Darf ich es so sagen: “Die Ubertragung des Strichsystems ins
Dezimalsystem setzt eine rekursive Definition voraus. Diese
Definition fiihrt aber nicht die Abkiirzung eines Ausdrucks
durch einen andern ein. Der Induktive Beweis im Dezimalsys-
tem aber enthilt natiirlich nicht die Menge jener Zeichen die
durch die rekursive Definition in Strichzeichen zu iibertragen
wiren. Dieser allgemeine Beweis kann daher durch die rekursi-
ve Definition nicht in einen Beweis des Strichsystems

tibertragen werden.”?

Der rekursive Beweis fiihrt eine neue Zeichentechnik ein. — Er
mufl also den Ubergang in eine neue ‘Geometrie’ machen.
(Konnen wir sagen): wir erhalten eine neue Methode ein

Zeichen wiederzuerkennen?

22.01.1940
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Der Beweis zeigt uns, was herauskommen soll. — Und da jede
Reproduktion des Beweises das ndmliche demonstrieren muf3,
so muf’ sie einerseits das Resultat automatisch reproduzieren,

anderseits aber auch den Zwang es zu erhalten.

D.h.: wir reproduzieren nicht nur die Bedingungen, unter wel-
chen sich dies Resultat einmal ergab (wie beim Experiment),
sondern das Resultat selbst. Und doch ist der Beweis kein abge-
kartetes Spiel, insofern er uns immer wieder muf3 fithren kon-

nen.

Wir miissen einerseits den Beweis automatisch ganz reprodu-
zieren konnen, & anderseits mufs diese Reproduktion wieder

der Beweis des Resultats sein.

“Der Beweis mufs {ibersehbar sein” will unsre Aufmerksamkeit
eigentlich auf den Unterschied der Begriffe richten: ‘einen
Beweis wiederholen’, ‘ein Experiment wiederholen’. Einen Be-
weis wiederholen heifit nicht: die Bedingungen reproduzieren
unter denen einmal ein bestimmtes Resultat erhalten wurde,
sondern es heifit, jede Stufe & das Resultat wiederholen. Und
obwohl so der Beweis also etwas ist, was sich ganz — automa-
tisch mufS reproduzieren lassen, so mufs doch jede solche Re-
produktion den Beweiszwang enthalten das Resultat anzuer-

kennen.

187


https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/106r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/106v.webp
file:///ms-122/#106v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/106v.webp
file:///ms-122/#106v.3+107r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/106v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-122/107r.webp

Wann sagen wir: ein Kalkiil ‘entspriache’ einem andern,
sei nur die abgekiirzte Form des ersten? — ‘Nun, wenn man die
Resultate dieses, durch entsprechende Definitionen in die Re-
sultate jenes iiberfithren kann.” Aber ist schon gesagt, wie man
mit diesen Definitionen zu rechnen hat? Was macht uns diese
Ubertragung anerkennen? Ist sie am Ende ein abgekartetes
Spiel? Das ist sie, wenn wir entschlossen sind nur die Ubertra-

gung anzuerkennen, die zu dem uns gewohnten Resultat fiihrt.

Warum nennen wir einen Teil des R’schen Kalkiils den der Dif-
ferentialrechnung entsprechenden? — Weil in ihm alle Sétze der
Differentialrechnung bewiesen werden. — Aber doch nicht am
Ende post hoc. — Aber ist das nicht gleichgiiltig? Genug, dafd
man Beweise dieser Sitze im R.schen System finden kann! Aber
sind es Beweise dieser Sitze nicht nur dann, wenn ihre
Resultate sich nur in diese Sitze iibersetzen lassen? Aber stimmt
das sogar im Fall des Multiplizierens im Strichsystem mit

numerierten Strichen?
26.01.1940

Nun muf klar gesagt werden, daf8 die Rechnungen in der
Strichnotation (SN) normalerweise immer mit denen in der De-
zimalnotation tibereinstimmen werden. Vielleicht werden wir,
um sichere Ubereinstimmung zu erzielen, an einem Punkt
dazu greifen miissen, die Rechnung mit Strichen von mehreren
Leuten nachrechnen zu lassen. Und das Gleiche werden wir bei
Rechnungen mit noch hoheren Zahlen im Dezimalsystem vor-

nehmen. Aber das zeigt freilich schon: dafd nicht die Beweise
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im Strichsystem die Beweise im Dezimalsystem zwingend ma-

chen.

“Hétte man aber nun diese nicht, so kénnte man jene gebrau-
chen, um das Gleiche zu beweisen.” — Das Gleiche? Was ist das
Gleiche? — Also, der Strichbeweis wird mich vom Gleichen,
wenn auch nicht auf die gleiche Weise, tiberzeugen. — Wie,
wenn ich sagte: “Der Platz an den uns ein Beweis fiihrt, kann
nicht unabhdngig von diesem Beweis bestimmt werden”. — Bin
ich durch einen Beweis im Strichsystem davon iiberzeugt wor-
den, daf3 der bewiesene Satz die Anwendbarkeit besitzt, die der
Beweis im Dezimalsystem ihm gibt — ist, z.B., im Strichsystem
gezeigt worden, dafl der Satz auch im Dezimalsystem

beweisbar ist?
28.01.1940

Es wiére natiirlich Unsinn zu sagen, daf$ ein Satz nicht mehrere
Beweise haben kann — denn so sagen wir eben. Aber kann man
nicht sagen: Dieser Beweis zeigt dafd ... herauskommt, wenn
man das tut; der andre Beweis zeigt, dafs dieser Ausdruck her-
auskommt, wenn man etwas andres tut. Ist denn z.B. das ma-
thematische Faktum, dafi 129 durch 3 teilbar ist, unabhéangig
davon, dafs dies Resultat bei dieser Rechnung herauskommt? Ich
meine: ist das Faktum dieser Teilbarkeit unabhéngig von dem
Kalkiil vorhanden, in dem es sich ergibt; oder ist es ein Faktum

dieses Kalkiils?

Denke man sagte: “Durch das Rechnen lernen wir die
Eigenschaften der Zahlen kennen.” Aber bestehen die Eigen-

schaften der Zahlen aufierhalb des Rechnens?
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‘Zwei Beweise beweisen dasselbe, wenn sie mich von dem glei-
chen tiberzeugen.” — Und wann iiberzeugen sie mich von dem
Gleichen? Wie weif3 ich, daf3 sie mich vom Gleichen tiberzeu-

gen? Natiirlich nicht durch Introspektion.

Man kann mich auf verschiedenen Wegen dazu bringen, diese

Regel anzunehmen.

“Jeder Beweis zeigt nicht nur den bewiesenen Satz,
sondern auch, daf3 er sich so beweisen 1af3t.” — Aber dies letztere
1463t sich ja auch anders beweisen. — “Ja aber der Beweis beweist
es auf eine bestimmte Weise & beweist, daher, dafs es sich auf
diese Weise demonstrieren 1df3t.”” — Aber auch das liefS sich
durch einen andern Beweis zeigen. — “Ja aber eben nicht auf
diese Weise.” — Das heifst doch etwa: Dieser Beweis ist ein ma-
thematisches Wesen, das sich durch kein andres Wesen erset-
zen lafit; man kann sagen, er kdnne uns von etwas iiberzeugen
wovon uns nichts anderes iiberzeugen kann, & man kann ihm
daher einen Satz zuordnen, den man keinem andern Beweis

zuordnet.

m Aber mache ich nicht einen groben Fehler? Den Sitzen
der Arithmetik & den Sétzen der R.schen Logik ist es ja gerade-
zu wesentlich, daf8 verschiedene Beweise zu ihnen fiihren. Ja
sogar, dafs unendlich viele Beweise zu einem jeden von ihnen

fihren.

Ist es richtig, zu sagen, daf} jeder Beweis uns von etwas {iber-
zeugt, wovon kein anderer uns iiberzeugt? Ware dann nicht —
sozusagen — der bewiesene Satz tiiberfliissig, & der Beweis

selbst auch das Bewiesene?
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Uberzeugt mich der Beweis nur vom bewiesenen Satz?
05.02.1940

Was heif3t: “ein Beweis ist ein mathematisches Wesen, das sich
durch kein anderes ersetzen ldfit”? Es heifst doch, daf8 jeder
besondere Beweis einen Nutzen hat, den kein anderer hat. Man
konnte sagen: “— daf’ jeder Beweis, auch eines schon bewiese-
nen Satzes, eine Kontribution zur Mathematik ist”. Warum
aber ist er eine Kontribution, wenn es blofs darauf ankam, den
Satz zu beweisen? Nun, man kann sagen: “der neue Beweis
zeigt (oder macht) einen neuen Zusammenhang”. (Aber gibt es
dann nicht einen mathematischen Satz, welcher sagt dafd dieser

Zusammenhang besteht?)

Was lernen wir, wenn wir den neuen Beweis sehen, aufler den
Satz, den wir ohnehin schon kennen? Lernen wir etwas, was

sich nicht in einem mathematischen Satz ausdriickt?

Inwiefern hingt die Anwendung eines math. Satzes da-

von ab, was man als seinen Beweis gelten 14{3t & was nicht?

Ich kann doch sagen: Wenn der Satz 137 x 373 = 46792 im
gewohnlichen Sinne wahr ist, dann muf$ es eine Multiplikationsfi-
gur geben, an deren Enden die Seiten dieser Gleichung stehen.
Und eine Multiplikationsfigur ist ein Muster, das gewissen
Regeln gentigt. Ich will sagen: Erkennte ich die Multiplikations-
figur nicht als einen Beweis des Satzes an, so fiele damit auch

die Anwendung des Satzes auf Multiplikationsfiguren fort.

11.02.1940
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Bedenken wir, daf3 es nicht genug ist, daf$ sich zwei Beweise im
selben Satzzeichen treffen! Denn wie wissen wir, daf3 dies
Zeichen beidemale dasselbe sagt? Dies mufi aus anderen Zu-

sammenhdngen hervorgehen.

Die genaue Entsprechung eines richtigen (iiberzeugenden)
Ubergangs in der Musik & in der Mathematik.

Denke, ich gébe jemand die Aufgabe: ‘Finde einen Beweis

7

des Satzes ... — die Antwort ist doch, dafl er mir gewisse
Zeichen vorlegt. Nun gut: welcher Bedingung miissen diese Zei-
chen geniigen? Sie miissen ein Beweis jenes Satzes sein — aber
ist das etwa eine geometrische Bedingung? Oder eine psycholo-
gische? Manchmal kénnte man es eine geometrische Bedin-
gung nennen; dort, wo die Beweismittel schon vorgeschrieben
sind & nur noch eine bestimmte Zusammenstellung gesucht

wird.
20.02.1940

Sind die Sdtze der Mathematik anthropologische Sitze, die
sagen wie wir Menschen schliefien & kalkulieren? — Ist ein Ge-
setzbuch ein Werk iiber Anthropologie das uns sagt wie die
Leute dieses Volkes einen Dieb etc. behandeln? — — Konnte
man sagen: “Der Richter schldgt in einem Buch tiber Anthropo-
logie nach & verurteilt hierauf den Dieb zu einer
Gefangnisstrafe.” Nun der Richter gebraucht das Gesetzbuch
nicht als Handbuch der Anthropologie. (Gesprach mit Sraffa.)
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@ Dic Prophezeiung lautet nicht, daf der Mensch, wenn er
bei der Transformation dieser Regel folgt das herausbringen
wird- sondern, daf} er, wenn wir sagen, er folge der Regel, das

herausbringen werde.

Wie, wenn wir sagten, dafs mathematische Sitze, in diesem Sin-
ne, Prophezeiungen sind; indem sie voraussagen, was Glieder
einer Gesellschaft, die diese Technik gelernt haben, in Uberein-
stimmung mit den tibrigen Gliedern der Gesellschaft heraus-
bringen werden. “25 x 25 = 625” hiefle also, dafi Menschen
wenn sie unsrer Meinung nach die Regeln des Multiplizierens
befolgen, bei der Multiplikation 25 x 25 zum Resultat 625 kom-
men werden. — Daf} dies eine richtige Vorhersage ist, ist zweifel-
los; & auch, dafs das Wesen des Rechnens auf solche Vorhersa-
gen gegriindet ist. D.h., das wir etwas nicht ‘rechnen” nennen
wiirden, wenn wir so eine Prophezeiung nicht mit Sicherheit
machen konnten. Das heifst eigentlich: das Rechnen ist eine
Technik. Und was wir gesagt haben, gehort zum Wesen der
Technik.

Zum Rechnen gehort, wesentlich, dieser Konsensus, das ist
sicher. D.h.: zum Phdnomen unseres Rechnens gehort dieser

Konsensus.

In einer Rechentechnik miissen Prophezeiungen moglich sein.
Und das macht die Rechentechnik der Technik eines Spiels, wie
des Schachs, dhnlich.

Aber wie ist das mit dem Konsensus — heif$t das nicht, dafs ein
Mensch allein nicht rechnen konnte? Nun, ein Mensch konnte

jedenfalls nicht nur einmal in seinem Leben rechnen.
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Man konnte sagen: alle mdglichen Spielstellungen im Schach
konnen als Sétze aufgefafit werden, die sagen, sie (selbst) seien
mdgliche Spielstellungen; oder auch als Prophezeiungen: die
Menschen werden diese Stellungen durch Ziige erreichen kon-
nen welche sie iibereinstimmend fiir den Regeln gemafs
erklaren. Eine so erhaltene Spielstellung ist dann ein bewiesener
Satz dieser Art.

“Eine Rechnung ist ein Experiment.” — — Eine Rechnung kann
ein Experiment sein. Der Lehrer lafst den Schiiler eine Rech-
nung machen, um zu sehen ob er rechnen kann; das ist ein Ex-

periment.

Wenn in der Friih im Ofen Feuer gemacht wird, ist das ein Ex-
periment? Aber es konnte eins sein. Und so sind auch Schach-
ziige nicht Beweise & Schachstellungen nicht Satze. Und mathe-
matische Sétze nicht Spielstellungen. Und so sind sie auch nicht

Prophezeiungen.

m Wenn eine Rechnung ein Experiment ist; was ist dann ein
Fehler in der Rechnung? Ein Fehler im Experiment? Nicht
doch; ein Fehler im Experiment wére es gewesen, wenn ich die
Bedingungen des Experiments nicht eingehalten hétte, wenn ich

also jemand etwa bei furchtbarem Larm hétte rechnen lassen.

Aber warum soll ich nicht sagen: Ein Rechenfehler ist zwar
kein Fehler im Experiment aber ein — manchmal erkldrliches

manchmal nicht erklarliches — Fehlgehen des Experiments?
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m “Eine Rechnung, z.B. eine Multiplikation, ist ein Experi-
ment: wir wissen nicht, was herauskommen wird, & erfahren es
nun, wenn die Multiplikation fertig ist.” — Gewif$; wir wissen
auch nicht, wenn wir spazierengehen, an welchem Punkt wir
uns in 5 Minuten befinden werden — aber ist Spazierengehen
deshalb ein Experiment? — Ja; aber in der Rechnung wollte ich
doch, von vornherein, wissen, was herauskommen werde; das
war es doch, was mich interessierte. Ich bin doch neugierig auf
das Resultat. Aber nicht als auf das, was ich sagen werde, son-

dern, was ich sagen soll.

Aber interessiert Dich nicht eben an dieser Multiplikation, wie
die Allgemeinheit der Menschen rechnen wird? Nein — wenigs-
tens fiir gewohnlich nicht — wenn ich auch zu einem gemeinsa-
men Treffpunkt mit eile. Aber die Rechnung zeigt mir doch
eben, experimentell, welches dieser Treffpunkt ist. Ich lasse
mich, gleichsam, ablaufen, & sehe wo ich hingelange. Und die
richtige Multiplikation ist das Bild davon, wie wir alle

ablaufen, wenn wir so aufgezogen werden.
Die Erfahrung lehrt, das wir Alle diese Rechnung richtig finden.

Wir lassen uns ablaufen & erhalten das Resultat der Rechnung.
Aber nun — will ich sagen — interessiert uns nicht, dafs wir etwa
unter diesen & diesen Bedingungen — dies Resultat erzeugt ha-
ben; uns interessiert das Bild des Ablaufs, aber nicht als das

Resultat eines Experiments, sondern als ein Weg.

Wir sagen nicht: “also so gehen wir!”, sondern: “also so geht

es!”
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Unsre Zustimmung lauft gleich ab, — aber wir bedienen
uns dieser Gleichheit des Ablaufs nicht blof3, um Zustim-
mungsabldufe vorauszusagen. Wie wir uns des Satzes “dies
Heft ist rot” nicht nur dazu bedienen um vorherzusagen, dafs die

meisten Menschen es ‘rot” nennen werden.

23.02.1940

177

“Und das nennen wir doch ‘dasselbe’”. Bestiinde keine Uber-
einstimmung in dem, was wir ‘rot’ nennen, etc., etc., so wiirde
die Sprache aufhéren. Wie ist es aber beziiglich der Uberein-
stimmung in dem, was wir “Ubereinstimmung” nennen? Wir
kénnen das Phianomen einer Sprachverwirrung beschreiben; —
aber welches sind fiir uns die Anzeichen einer Sprachverwir-
rung? Nicht notwendigerweise Tumult & Verwirrung im Han-
deln. Dann also, dafs ich mich, wenn die Leute sprechen, nicht

auskenne; nicht tibereinstimmend mit ihnen reagieren kann.

‘Das ist fiir mich kein Sprachspiel.” Ich kénnte dann aber auch
sagen: Sie begleiten zwar ihre Handlungen mit Sprechlauten &
ihre Handlungen kann ich nicht ‘verwirrt’ nennen, aber doch
haben sie keine Sprache. — Vielleicht aber wiirden ihre Handlun-
gen verwirrt, wenn man sie daran hinderte jene Laute von sich

zu geben.

Man konnte sagen: ein Beweis dient der Verstindigung. Ein
Experiment setzt sie voraus. Oder auch: Ein math. Beweis

formt unsere Sprache.
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Aber es bleibt doch bestehen, dafs man mittels eines math. Be-
weises wissenschaftliche Voraussagen tiber das Beweisen ande-
rer Menschen machen kann. — Wenn mich Einer fragt: “Was fiir
eine Farbe hat dieses Buch?” & ich antworte: “Es ist griin.” —
hétte ich ebensowohl die Antwort geben konnen: “Die Allge-
meinheit der Deutschsprechenden nennt das “griin””? Kénnte
er darauf nicht fragen: “Und wie nennst Du es”? Denn er wollte

meine Reaktion horen.
‘Die Grenzen des Empirismus’

Wenn ich die Multiplikation rechne, — ist das Resultat: daf3
die Menschen allgemein damit {ibereinstimmen werden? Es
gibt doch eine Wissenschaft von den konditionierten Rechenre-
flexen; ist das die Mathematik? Jene Wissenschaft wird sich auf
Experimente stiitzen: & diese Experimente werden Rechnungen
sein. Aber wie, wenn diese Wissenschaft recht exakt, & am
Ende gar eine ‘mathematische” Wissenschaft wiirde? Ist das Re-
sultat dieser Experimente nun, dafd (die) Menschen in ihren
Rechnungen {iibereinstimmen, oder, daf$ sie darin tibereinstim-
men, was sie “libereinstimmen” nennen? Und das geht so wei-

ter.

Man konnte sagen: jene Wissenschaft wiirde nicht funktionie-
ren, wenn wir in Bezug auf die Idee der Ubereinstimmung

nicht tibereinstimmten.
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Es ist doch klar, dafd wir ein mathematisches Werk zum Studi-
um der Anthropologie verwenden konnen. Aber eines ist dann
nicht klar: — ob wir sagen sollen: “diese Schrift zeigt uns wie bei
diesem Volk mit Zeichen operiert wurde”, oder ob wir sagen
sollen: “diese Schrift zeigt uns, welche Teile der Mathematik
dieses Volk beherrscht hat”.

Kann ich, am Ende einer Multiplikation angelangt, sagen:
“Also damit stimm’ ich tberein! —”? — Aber kann ich es bei ei-
nem Schritt der Multiplikation sagen? Etwa bei dem Schritt “2
x 3 = 6”? Nicht ebensowenig, wie ich, auf dies Papier sehend,

sagen kann: “Also das nenne ich ‘weif’!”?

Ahnlich scheint mir der Fall zu sein, wenn jemand sagte:
“Wenn ich mir ins Gedédchtnis rufe, was ich heute getan habe,
mache ich ein Experiment (ich lasse mich ablaufen) & die Erin-
nerung, die dann kommt, dient dazu mir zu zeigen, was Ande-
re, die mich gesehen haben, auf die Frage, was ich getan habe,

antworten werden.”
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Was geschdhe, wenn es uns ofter so ginge, dafy wir eine Rech-
nung machen & sie als richtig finden; dann rechnen wir sie
nach & finden sie stimmt nicht: wir glauben, wir hétten friither
etwas iibersehen — wenn wir sie wieder nachrechnen scheint
uns unsre zweite Rechnung nicht zu stimmen, usf. Sollte ich
das nun ein Rechnen nennen, oder nicht? — Er kann jedenfalls
nicht die Voraussage auf seine Rechnung bauen, dafs er das
néchste mal wieder dort landen wird. — Kénnte ich aber sagen,
er habe diesmal falsch gerechnet, weil er das ndchste mal nicht
wieder so gerechnet hat? Ich konnte sagen: wo diese Unsicher-

heit bestiinde gébe es kein Rechnen.

Aber ich sage doch anderseits wieder: ‘wie man rechnet- so ist
es richtig.” Es kann kein Rechenfehler in 12 x 12 = 144 bestehen.
Warum? Dieser Satz ist unter die Regeln aufgenommen. Ist
aber 12 x 12 = 144’ die Aussage, es sei allen Menschen natiir-

lich 12 x 12 so zu rechnen, dafd 144 herauskommt?
24.02.1940

Wenn ich eine Rechnung mehrmals nachrechne, um sicher zu
sein, daf$ ich richtig gerechnet habe, & wenn ich sie dann als
richtig anerkenne, — habe ich da nicht ein Experiment wieder-
holt um sicher zu sein, daf ich das nédchste mal wieder gleich
ablaufen werde? — Aber warum soll mich dreimaliges Nach-
rechnen davon iiberzeugen, dafs ich das vierte Mal ebenso ab-
laufen werde. — Ich wiirde sagen: ich habe nachgerechnet um
sicher zu sein, ‘daf$ ich nichts tibersehen habe’. Die Gefahr ist

hier, glaube ich, eine Rechtfertigung unsres Vorgehens zu ge-
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ben, wo es eine Rechtfertigung nicht gibt & wir einfach sagen

sollten: so machen wir’s.

Wenn Einer wiederholt ein Experiment anstellt, ‘immer wieder
mit dem gleichen Resultat, hat er dann zugleich ein
Experiment gemacht, das ihn lehrt, was er ‘das gleiche Resultat’
nennen wird, wie er also das Wort “gleich” gebraucht? Mifst
der, der den Tisch mit dem Zollstock mif3t, auch den Zollstock?

Mifst er dabei den Zollstock, so kann er den Tisch nicht messen.

Wie, wenn ich sagte: “Wenn Einer den Tisch mit dem Zollstock
mifdt, so macht er dabei ein Experiment, welches ihn lehrt, was
bei der Messung dieses Tisches mit andern Zollstaben herauska-
me”? Es ist doch gar kein Zweifel, dafs man aus der Messung
mit einem Zollstab voraussagen kann, was die Messung mit an-
dern Zollstdben ergeben wird. Und ferner— kénnte man es nicht
tun — daff dann unser ganzes System des Messens zusammen-
fiele. Kein Zollstab, konnte man sagen, wére richtig, wenn sie
nicht alle tibereinstimmten. — Aber wenn ich das sage, so meine

ich nicht, daf’ sie dann alle falsch wéren.
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Das Rechnen verlore seinen Sinn, wenn Verwirrung eintra-
te. Wie der Gebrauch der Worte “griin” & “blau” seinen Witz
verlore. Und doch scheint es Unsinn zu sein, zu sagen, — daf3
ein Rechensatz sage, es werde keine Verwirrung eintreten. — Ist
die Losung einfach die, dafs der Rechensatz nicht falsch werde,
sondern nutzlos, wenn Verwirrung eintrite? Sowie der Satz
dies Zimmer ist 16 Fufs lang dadurch nicht falsch wiirde, dafs
Verwirrung in den Mafsstaben & im Messen eintréte. Sein Sinn,
nicht seine Wahrheit basiert auf dem ordnungsgemafien Ablauf
der Messungen. (Sei aber hier nicht dogmatisch. Es gibt

Ubergénge, die die Betrachtung erschweren.)

Wie, wenn ich sagte: der Rechensatz driickt die Zuversicht aus,
es werde keine Verwirrung eintreten. — Dann driickt der Ge-
brauch aller Worte die Zuversicht aus, es werde keine

Verwirrung eintreten.

Man kann aber dennoch nicht sagen, der Gebrauch des Wortes
‘griin” besage, es werde keine Verwirrung eintreten, — weil
dann der Gebrauch des Wortes “Verwirrung” wieder eben

dasselbe iiber dieses Wort aussagen miifste.

Wenn “25 x 25 = 625” die Zuversicht ausdriickt, wir werden
uns immer wieder leicht dahin einigen konnen, dafy der Weg,
der mit diesem Satz endet, zu nehmen sei — wie driickt dann
dieser Satz nicht die andere Zuversicht aus, wir wiirden uns

immer wieder iiber seinen Gebrauch einigen kénnen.

Wir spielen mit den beiden Sdtzen nicht das gleiche Sprach-
spiel.
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Oder kann man sowohl zuversichtlich sein, man werde dort die
gleiche Farbe sehen wie hier — & auch, man werde die Farbe,

wenn sie gleich ist, gleich zu benennen geneigt sein?

Ich will doch sagen: Die Mathematik ist als solche immer Mafs

& nicht Gemessenes.
25.02.1940

Der Begriff des Rechnens schliefSt Verwirrung aus. — Wie, wenn
Einer beim Rechnen einer Multiplikation zu verschiedenen
Zeiten Verschiedenes herausbriachte & dies sihe, aber in der
Ordnung finde? — Aber dann konnte er doch die Multiplikati-
on nicht zu den Zwecken verwenden, wie wir es tun! — Warum
nicht? Und es ist auch nicht gesagt, dafd er dabei immer tibel

fithre.

Alles andere — meinen wir — sei Gefasel. Im Experiment haben
wir etwas Greifbares. Es ist beinahe, als sagte man: “Ein Dich-
ter, wenn er dichtet, stellt ein psychologisches Experiment an;
nur so ist es zu erkldren, dafs ein Gedicht Wert haben kann.”
Man verkennt das Wesen des ‘Experiments’, — indem man
glaubt, jeder Vorgang, auf dessen Ende wir gespannt sind, sei

was wir “Experiment” nennen.
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Es scheint wie Obskurantismus, wenn man sagt, eine Rech-
nung sei kein Experiment. In gleicher Weise wie auch die
Feststellung, die Mathematik handle nicht von Zeichen oder
Schmerz sei nicht eine Form des Benehmens. Aber nur weil die
Leute glauben, man behaupte damit die Existenz eines ungreif-
baren, d.i. schattenhaften, Gegenstands neben dem uns Allen
greifbaren. Wiahrend wir nur auf verschiedene Verwendungs-
weisen der Worte hinweisen. Es ist beinahe als sagte man:
‘blau’ miisse einen blauen Gegenstand bezeichnen — — der

Zweck des Wortes wire sonst nicht einzusehen.

Ich habe ein Spiel erfunden— komme drauf, daf3, wer an-
fangt immer gewinnen muf3: Es ist also kein Spiel. Ich dndere es

ab; nun ist es in Ordnung.

Habe ich ein Experiment gemacht, & war das Ergebnis, daf3,
wer anfdangt immer gewinnt? oder: daf8 wir so zu spielen ge-
neigt sind, dafs dies geschieht? Nein. — Aber das Resultat hat-
test Du Dir doch nicht erwartet! Freilich nicht; aber das macht

das Spiel nicht zum Experiment.

Was heifst es aber: Nicht wissen, woran es liegt, dafd es immer so
ausgehen muf3? Nun, es liegt an den Regeln. — Ich will wissen,
wie ich die Regeln abdndern muff um zu einem richtigen Spiel
zu gelangen. — Aber Du kannst sie ja z.B. ganz abandern —also
statt Deinem, ein gidnzlich anderes Spiel angeben. — Aber das
will ich nicht. Ich will die Regeln im grofien ganzen beibehalten
& nur einen Fehler ausmerzen. — Aber das ist vag. Es ist nun

einfach nicht klar, was als dieser Fehler zu betrachten ist.
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Es ist beinahe, wie wenn man sagt: Was ist der Fehler in diesem
Musikstiick? es klingt nicht gut in den Instrumenten. — Nun,
den Fehler muff man nicht in der Instrumentation suchen; man

konnte ihn in den Themen suchen.

Nehmen wir aber an, das Spiel sei so, daf3, wer anfingt immer
durch einen bestimmten, einfachen, Trick gewinnen kann. Dar-
auf aber sei man nicht gekommen; — es ist also ein Spiel. Nun
macht uns jemand darauf aufmerksam; und es hort auf ein

Spiel zu sein.

Wie kann ich dies wenden, dafd es mir klar wird? — Ich will
namlich sagen: “& es hort auf ein Spiel zu sein”- nicht: “& wir

sehen nun, daf3 es kein Spiel war.”

Das heifst doch, ich will sagen, man kann es auch so auffassen:
dafd der Andre uns nicht auf etwas aufmerksam gemacht hat;
sondern daf3 er uns statt unseres, ein andres Spiel gelehrt hat. —
Aber wie konnte durch das neue das alte obsolet werden? —
Wir sehen nun etwas anderes, & konnen nicht mehr naiv wei-
terspielen. Das Spiel bestand einerseits in unsern Handlungen
(Spielhandlungen) auf dem Brett; und diese Spielhandlungen
konnte ich jetzt so gut ausfiihren, als frither. Aber anderseits
war dem Spiel doch wesentlich, dafd ich blind versuchte zu

gewinnen; & das kann ich jetzt nicht mehr.
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Nehmen wir an: die Menschen haben urspriinglich die 4
species in gewohnlicher Weise gepflogen. Dann fingen sie an
mit Klammerausdriicken zu rechnen, & auch mit solchen von
der Form (a — a). Sie bemerkten nun, daf3, z.B., Multiplikatio-
nen vieldeutig wurden. Mufte sie das in Verwirrung stiirzen?
Mufiten sie sagen: “Nun scheint der Grund der Arithmetik zu

wanken”?

Und wenn sie nun einen Beweis der Widerspruchsfreiheit for-
dern, weil sie sonst bei jedem Schritt in Gefahr wéaren in den
Sumpf zu fallen — was fordern sie da? Nun, sie fordern eine
Ordnung. Aber war friiher keine Ordnung? — Nun, sie fordern
eine Ordnung, die sie jetzt beruhigt. — Aber sind sie also wie

(kleine) Kinder & sollen nur eingelullt werden?

Nun, die Multiplikation wiirde doch durch ihre Vieldeutigkeit
praktisch unbrauchbar — d.h.: fiir die fritheren normalen Zwe-
cke. Voraussagen, die wir auf Multiplikationen basiert héitten,
trafen nicht mehr ein. (Wenn ich voraussagen wollte, wie lang
eine Reihe von Soldaten ist, die aus einem Carré von 50 x 50
gebildet werden kann, kdme ich immer wieder zu falschen Re-
sultaten.) Also ist diese Rechnungsart falsch? — Nun, sie ist fiir
diese Zwecke unbrauchbar. (Vielleicht fiir andre brauchbar.) Ist
es nicht, wie wenn ich einmal statt zu multiplizieren dividierte?

(Wie dies wirklich vorkommen kann.)

Was heifit das: “Du mufst hier multiplizieren, nicht dividieren!”
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Ist nun die gewohnliche Multiplikation ein rechtes Spiel; ist es
unmdglich auszugleiten? Und ist die Rechnung mit (a — a) kein

rechtes Spiel — ist es unmoglich nicht auszugleiten?
(Beschreiben, nicht Erklaren, ist, was wir wollen!)

Nun, wie ist das, wenn wir uns in unserm Kalkiil nicht ausken-

nen?

Wir gingen schlafwandelnd den rechten Weg. — Aber wenn wir
auch jetzt sagen: “jetzt sind wir wach”, — konnen wir sicher
sein, dafl wir nicht eines Tages aufwachen werden? (Und dann

sagen: wir hatten also wieder geschlafen. —)

Koénnen wir sicher sein, dafs es nicht jetzt Abgriinde gibt, die
wir nicht sehen? Wie aber, wenn ich sagte: Die Abgriinde, in

einem Kalkiil, sind nicht da, wenn ich sie nicht sehe!

Irrt uns jetzt kein Teufelchen? Nun wenn es uns irrt, so macht’s

nichts. Was ich nicht weif3, macht mich nicht heifs.

Nehmen wir an: Frither teilte ich manchmal so durch 3:

NN
ARRRRARRERRinInY

manchmal so:

(N I I A
Annnnnnn
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und merkte es nicht. — Dann macht mich jemand darauf auf-
merksam. Auf einen Fehler? Ist es unbedingt ein Fehler? Und

unter welchen Umstinden nennen wir es so?
~f(f)=® (f)Def.® (D) =.~D (D)}

Die Séatze “®(P)” & “~P(P)” scheinen uns einmal das Gleiche
& einmal Entgegengesetztes zu sagen. (Jenachdem wir ihn anse-
hen scheint der Satz “®(P)” einmal zu sagen, ~ ®(P), einmal
das Gegenteil davon. Und zwar sehen wir ihn einmal an als das

Substitutionsprodukt
O(HIfD
ein andermal als:

f(H1fP
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Wir mochten sagen: ‘heteronom ist nicht heteronom; also kann
man es, nach der Definition, “heteronom” nennen.” Und klingt
ganz richtig, geht [English?]| ganz glatt, & es braucht uns der
Widerspruch gar nicht auffallen. Werden wir auf den Wider-
spruch aufmerksam, so mochten wir zuerst sagen, dafs wir mit
der Aussage, ¢ ist heteronom, in den beiden Fillen nicht dassel-
be meinen. Einmal sei es die unabgekiirzte Aussage das andre-
mal die nach der Definition abgekiirzte. Wir mochten uns dann
aus der Sache ziehen, indem wir sagen: “~®(P)=P1(P)". «
Aber warum sollen wir uns so beltigen? Es fiihren hier wirklich
zwei entgegengesetzte Wege — zu dem Gleichen. Oder auch: — es
ist ebenso natiirlich, in diesem Falle ‘~®(P)” zu sagen, wie
‘©(P)". Es ist, der Regel gemifs, ein ebenso natiirlicher Aus-
druck, zu sagen C liege vom Punkte A rechts, wie, es liege

links.

C

Dieser Regel gemaf3 — welche sagt, ein Ort liege in der Richtung
des Pfeils, wenn die Strafse, die in dieser Richtung beginnt, zu
ihm fiihrt.

Sehen wir’s vom Standpunkt der Sprachspiele an. — Wir haben

urspriinglich das Spiel nur mit geraden Strafien gespielt. — — —

€ 03.03.1940
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Konnte man sich etwa denken, daf3, wo ich blau sehe, das be-
deutet, dafs der Gegenstand, den ich sehe, nicht blau ist — dafs
die Farbe die mir erscheint immer als die gilt, die ausgeschlossen
ist. Ich konnte z.B. glauben, daf8 Gott mir immer eine Farbe
zeigt, um zu sagen: Die nicht. Oder geht es so: Die Farbe, die
ich sehe, sage mir blof3, dafd diese Farbe in der Beschreibung
des Gegenstands eine Rolle spielt. Sie entspricht nicht einem
Satz, sondern nur dem Wort “blau”. Und die Beschreibung des
Gegenstands kann also ebensogut heifen: “er ist blau”, als
auch “er ist nicht blau”. Man sagt dann: das Auge zeigt mir nur
Bldue, aber nicht die Rolle dieser Blaue. — Wir vergleichen das
Sehen der Farbe mit dem Horen des Wortes “blau”, wenn wir

das Ubrige des Satzes nicht gehort haben.

Ich mochte zeigen, daff man dahin gefiihrt werden konnte, dafs
etwas blau ist, mit den Worten zu beschreiben, es sei blau &
auch, es sei nicht blau. Daf$ wir also, unter der Hand, die Pro-
jektionsmethode so verschieben kénnten, dafs “p” & “~p” den
gleichen Sinn erhalten. Wodurch sie ihn verlieren, wenn ich

nicht etwas neues als Negation einfiihre.
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Ein Sprachspiel kann nun durch einen Widerspruch seinen
Sinn verlieren, den Charakter des Sprachspiels. Und hier ist es
wichtig zu sagen, dafs dieser Charakter nicht dadurch beschrie-
ben ist, daff man sagt, die Laute miissen eine gewisse Wirkung
haben. Denn das Sprachspiel (1) wiirde den Charakter des
Sprachspiels verlieren, wenn statt der 5 Befehle immer wieder
andere Laute vom Bauenden ausgestofien wiirden; auch wenn
etwa physiologisch gezeigt werden konnte, dafs immer wieder
diese Laute es seien, die den Helfer dazu bewegen die

Bausteine zu bringen, die er bringt.

Auch hier kénnte man sagen, daf} freilich die Betrachtung der
Sprachspiele ihre Wichtigkeit darin hat, dal Sprachspiele (tat-
sdachlich) (immer wieder) funktionieren. Daf3 also ihre Wich-
tigkeit darin liegt, dafl die Menschen sich zu einer solchen

Reaktion auf Laute abrichten lassen.

Damit hdngt, scheint mir, die Frage zusammen, ob eine Rech-
nung ein Experiment ist zum Zweck Rechnungsabldufe voraus-
zusagen. Denn wie, wenn man eine Rechnung ausfiihrte & —
richtig — voraussagte, man werde das nidchste mal anders rech-
nen, da ja die Umstdnde sich das ndchste Mal schon dadurch
gedndert haben, daff man die Rechnung nun schon so & so oft

mal gemacht hat.

Das Rechnen ist ein Phianomen, das wir vom Rechnen her ken-
nen. Wie die Sprache ein Phidnomen, das wir von unserer

Sprache her kennen.
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Kann man sagen: ‘Der Widerspruch ist unschadlich, wenn er
abgekapselt werden kann’? Was aber hindert uns, ihn abzukap-
seln? Daf$ wir uns im Kalkiil nicht auskennen. Das also ist der
Schaden. Und das ist es, was man meint, wenn man sagt: der
Widerspruch zeige an, dafi etwas in unserm Kalkiil nicht in
Ordnung sei. Er sei blofs das Symptom einer Krankheit des gan-
zen Korpers. Aber der Korper ist nur krank, wenn wir uns
nicht auskennen. Der Kalkiil hat eine heimliche Krankheit,
heifst: was wir vor uns haben, ist, wie es ist, kein Kalkiil, & wir
kennen uns nicht aus — d.h., wir konnen keinen Kalkiil angeben,
der diesem Kalkiil-Ahnlichen ‘im Wesentlichen’ entspricht &

nur das Falsche in ihm ausschlief3t.

Aber wie ist es moglich, sich in einem Kalkiil nicht auszuken-
nen, liegt er denn nicht offen vor uns?! Denken wir uns den
Fregeschen Kalkiil mitsamt dem Widerspruch in ihm gelehrt.
Nicht aber, indem man den Widerspruch als etwas Krankhaftes
betrachtet. Er ist vielmehr ein anerkannter Teil des Kalkiils, es
wird mit ihm gerechnet. (Die Rechnungen dienen nicht dem
gewohnlichen Zweck logischer Rechnungen.) — Nun wird die
Aufgabe gestellt, diesen Kalkiil, von dem der Widerspruch ein
durchaus wohlanstiandiger Teil ist, in einen andern umzuwan-
deln, in dem es diesen Widerspruch nicht geben soll, da man
den Kalkiil nun zu Zwecken verwenden will, die einen Wider-
spruch unerwiinscht machen. — Was ist das fiir eine Aufgabe?
Und was ist das fiir ein Unvermdgen, wenn wir sagen: ‘wir ha-
ben einen Kalkiil, der dieser Bedingung entspricht, noch nicht

gefunden’?
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Mit: “ich kenne mich in dem Kalkiil nicht aus” — meine ich
nicht einen seelischen Zustand, sondern ein Unvermogen etwas

zu tun.

Es ist oft zur Kldrung eines philosophischen Problems sehr
niitzlich, sich die historische Entwicklung, in der Mathematik
z.B., ganz anders vorzustellen, als sie tatsdchlich war. Ware sie
anders gewesen, so kdme oft niemand auf die Idee, zu sagen,

was man tatsdchlich sagt.

Ich mochte etwas fragen, wie: “Gehst Du bei Deinem Kalkiil
auf Niitzlichkeit aus? — dann erhdltst Du auch keinen Wider-
spruch. Und wenn Du nicht auf Niitzlichkeit ausgehst — dann

macht es schliefslich nichts wenn Du einen erhaltst.”
05.03.1940

Unsre Aufgabe ist es nicht, Kalkiile zu finden, sondern den ge-

genwirtigen Zustand zu beschreiben.
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Die Idee des Pradikats, das von sich selber gilt, etc., stiitzte sich
freilich auf Beispiele — aber diese Beispiele waren ja Dummbheiten,
sie waren ja gar nicht ausgedacht. Aber das sagt nicht, dafd
solche Pradikate nicht verwendet werden kénnten & daf$ dann
nicht der Widerspruch seine Verwendung hitte! Ich meine,
wenn man sein Augenmerk wirklich auf die Verwendung rich-
tet, so kommt man gar nicht auf die Idee ‘f(f)” zu schreiben.
Anderseits kann man, wenn man die Zeichen im Kalkiil, sozu-
sagen, voraussetzungslos gebraucht, auch “f(f)” schreiben, & muf3
dann die Konsequenzen ziehen & darf nicht vergessen, dafd
man von einer eventuellen praktischen Verwendung dieses

Kalkiils noch keine Ahnung hat.

Ist die Frage die: “Wo haben wir das Gebiet der Brauchbarkeit

verlassen?”? —

Wire es denn nicht moglich, dafs wir einen Widerspruch her-
vorbringen wollten? Dafs wir — mit dem Stolz auf eine mathema-
tische Entdeckung — sagten: “Sieh, so erzeugen wir einen Wi-
derspruch”. Wére es nicht moglich, daf3, z.B., viele Leute ver-
sucht hitten, einen Widerspruch im Gebiet der Logik zu
erzeugen, & dafl es dann endlich einem gelungen wire? Aber
warum hatten Leute das versuchen sollen? Nun, ich kann viel-
leicht jetzt nicht den plausibelsten Zweck angeben. Aber
warum nicht z.B., um zu zeigen, dafi alles auf dieser Welt

ungewif$ sei?

Diese Leute wiirden dann Ausdriicke von der Form f(f) zwar
nie wirklich verwenden, wiren aber doch froh, daf$ sie in der

Nachbarschaft eines Widerspruches lebten.
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“Sehe ich eine Ordnung, die mich verhindert, unversehens zu
einem Widerspruch zu kommen?” Das ist so, wie wenn ich
sage: Zeige mir eine Ordnung in meiner Technik, die mich
tiberzeugt, dafs ich auf diese Weise nicht einmal zu einer Zahl
kommen kann, die kleiner als jene Zahl ist. Ich zeige ihm dann

etwa einen Rekursionsbeweis.

Ist es aber falsch, zu sagen: “Nun, ich gehe meinen Weg weiter.
Sehe ich einen Widerspruch, so ist es Zeit, etwas zu machen.” —
Heif3t das: nicht wirklich rechnen? Warum soll das nicht Kalku-
lieren sein?! Ich gehe ruhig diesen Weg weiter; sollte ich zu
einem Abgrund kommen, so werde ich versuchen, umzukeh-

ren. Ist das nicht ‘gegangen’?

Denken wir uns folgenden Fall: Die Leute eines gewissen Stam-
mes konnen nur miindlich rechnen. Sie kennen die Schrift noch
nicht. Sie lehren ihre Kinder im Dezimalsystem zdhlen. Es
kommen bei ihnen sehr hédufig Fehler im Zdhlen vor, Ziffern
werden wiederholt, oder ausgelassen, ohne dafi sie es merken.
Ein Reisender aber nimmt ihr Zihlen phonographisch auf. Er
lehrt sie die Schrift & schriftliches Rechnen, & zeigt ihnen dann
wie oft sie sich beim bloff miindlichen Rechnen verrechnen. —
Miissen diese Leute nun zugeben, sie hitten friither eigentlich
nicht gerechnet? Sie waren nur herumgetappt, wahrend sie
jetzt gehen? Konnten sie nicht vielleicht sogar sagen: friither
seien ihre Sachen besser gegangen, ihre Intuition sei nicht
durch tote Mittel gehindert gewesen. Man koénne den Geist
nicht mit Maschinen fassen. Sie sagen etwa: “Wenn wir damals,
wie Deine Maschine behauptet, eine Ziffer wiederholt haben,

so wird es schon so recht gewesen sein.”
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Wir vertrauen, etwa, ‘mechanischen’ Mitteln des Rechnens oder
Zidhlens mehr als unserm Gedéachtnisse. Warum? — Muf$ das so
sein? Ich mag mich verzdhlt haben, die Maschine, von uns ein-
mal so & so konstruiert, kann sich nicht verzihlt haben. Muf3
ich diesen Standpunkt einnehmen? — “Nun, Erfahrung hat uns
(eben) gelehrt, dafs das Rechnen mit der Maschine verldfSlicher
ist, als das mit dem Gedé&chtnisse. Sie hat uns gelehrt, dafs
unser Leben glatter geht, wenn wir mit Maschinen rechnen.”
Aber muf$ das Glatte unbedingt unser Ideal sein (muf$ es unser
Ideal sein daff alles in Cellophan gewickelt sei)? Konnte ich
nicht auch dem Gedichtnis trauen & der Maschine nicht
trauen? Und konnte ich nicht der Erfahrung mifitrauen, die mir

‘vorspiegelt’, die Maschine sei verlafslicher?

Mein Ziel ist mir unklar: Das Ziel dieser Bemerkungen
(ist mir unklar). Denn ich kann mich doch nach dem Beweis
der Widerspruchsfreiheit dort auskennen, wo ich mich vor dem
Beweis nicht ausgekannt habe. So wie ich vor dem Beweis der
zeigt, dafs nur diese regelméafiigen n-Ecke mit Lineal & Zirkel
konstruierbar sind, aufs Geratewohl solche Vielecke zu kon-
struieren versuchte, & es danach aufgab. Vorher war ich nicht
sicher, dafs unter den Arten des Multiplizierens, die dieser Be-
schreibung entsprechen, keine ist, die ein anderes Resultat, als
das anerkannte, liefert. Nehmen wir aber an, meine Unsicher-
heit sei eine solche, die erst in einer gewissen Entfernung von
den normalen Arten des Rechnens anfing; & nehmen wir an,
wir sagten: Da schadet sie nichts, denn rechne ich auf sehr
abnormale Weise, so mufs ich mir eben alles noch einmal

iiberlegen. Ware das nicht ganz in Ordnung?
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Ich will doch fragen: Muj$ ein Beweis der Widerspruchsfreiheit
(oder Eindeutigkeit) mir (unbedingt eine) grofiere Sicherheit
geben, als ich ohne ihn habe? Und, wenn ich wirklich auf
Abenteuer ausgehe, kann ich dann nicht auch auf solche ausge-

hen, in denen dieser Beweis mir keine Sicherheit mehr bietet?

Mein Ziel ist, die Einstellung zum Widerspruch & zum Beweis
der Widerspruchsfreiheit zu dndern. (Nicht, zu zeigen, dafs die-
ser Beweis nur (etwas) Unwichtiges zeigt. Wie kdnnte das auch

so sein!)
08.03.1940

Wire es mir, z.B., daran gelegen, Widerspriiche, etwa zu dsthe-
tischen Zwecken zu erzeugen, so wiirde ich nun den Indukti-
onsbeweis (der Widerspruchsfreiheit) unbedenklich annehmen
& sagen: es ist hoffnungslos, in diesem Kalkiil einen Wider-
spruch erzeugen zu wollen; der Beweis zeigt Dir, daf§ es nicht

geht. (Beweis in der Harmonielehre.) — — -

Es ist ein guter Ausdruck, zu sagen: “dieser Kalkiil kennt
diese Ordnung (diese Methode) nicht, dieser Kalkiil kennt sie.”
Wie, wenn man sagte: “ein Kalkiil, der diese Ordnung nicht
kennt, ist eigentlich kein Kalkiil”? (Ein Kanzleibetrieb, der

diese Ordnung nicht kennt, ist eigentlich kein Kanzleibetrieb.)

Die Unordnung — mochte ich sagen — wird zu praktischen,

nicht zu theoretischen Zwecken vermieden.
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Eine Ordnung wird eingefiihrt, weil man ohne sie tible Erfah-
rungen gemacht hat — oder auch, sie wird eingefiihrt wie die
Stromlinienform bei Kinderwagen & Lampen weil sie sich etwa
irgendwo anders bewdhrt hat, & so der Stil oder, die Mode

geworden ist.

Der Mifibrauch der Idee der mechanischen Sicherung gegen den
Widerspruch. Wie aber, wenn die Teile des Mechanismus mit

einander verschmelzen, brechen oder sich biegen?
09.03.1940

‘Der Beweis der Widerspruchsfreiheit erst zeigt mir, daf$ ich

mich dem Kalkiil anvertrauen kann.’

Was ist das fiir ein Satz: du kannst Dich dem Kalkiil erst dann
anvertrauen? Wenn Du Dich ihm aber nun doch anvertraust! —

Welche Art von Fehler hast Du begangen?
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Ich mache Ordnung; ich sage: ‘es sind nur diese Moglichkeiten:
.../. Bs ist so, wie wenn ich die Zahl der moglichen Permutatio-
nen der Elemente A, B, C bestimme: ehe die Ordnung da war,
hatte ich etwa nur einen ganz nebelhaften Begriff von der
Menge der Moglichkeiten. Die Ordnung ist ein Mittel, keine
Permutation zu iibersehen, keine zu wiederholen. Es ist nun
ganz sicher, daf$ ich nichts tibersehen habe. — Aber so sicher,
daf8 ich die ewige Seligkeit des Kalkiils an diese Sicherheit
hdngen konnte? Ist nun sicher, daff Leute nie werden anders
rechnen wollen? Dafs Leute unsern Kalkiil nie so ansehen wer-
den, wie wir das Zadhlen der Eingeborenen, deren Zahlen (nur)
bis fiinf reichen? — dafs wir die Wirklichkeit nie anders werden
betrachten wollen? [Lessingisch] Aber das ist gar nicht die Si-
cherheit, die uns diese Ordnung geben soll. Nicht die ewige

Richtigkeit des Kalkiils soll gesichert werden.
‘Diese Moglichkeiten meinst Du doch! — oder meinst Du andre?”

Die Ordnung tiberzeugt mich, dafs ich mit diesen 8 Moglichkei-
ten keine iibersehen habe. Aber iiberzeugt sie mich auch da-
von, daff nichts meine gegenwartige Auffassung solcher

Moglichkeiten wird umstofien kénnen?
10.03.1940

Koénnte ich mir denken, daff man sich von einer Moglichkeit
der 7-Ecks-Konstruktion ebenso fiirchtete, wie vor der Kon-
struktion eines Widerspruchs, & dafs der Beweis dafs die 7-
Ecks-Konstruktion unmdglich ist eine beruhigende Wirkung

hitte, wie der Beweis der Widerspruchsfreiheit?
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Wie kommt es denn, daff wir tiberhaupt versucht sind (oder
doch in der Ndhe davon) in (3 —3) 2 = (3 —3) e 5 durch (3 -
3) zu kiirzen? Wie kommt es, daf8 dieser Schritt nach den Re-
geln plausibel erscheint, & wie kommt es, dafs er dann dennoch
unbrauchbar ist? Wenn man diese Situation beschreiben will,
ist es ungeheuer leicht, in der Beschreibung einen Fehler zu
machen. (Sie ist also sehr schwer zu beschreiben.) Die Be-
schreibungen, die uns sogleich in den Mund kommen sind

(alle) irreleitend — so ist unsre Sprache eingerichtet.

Man wird dabei auch immer vom Beschreiben in’s Erkldren fal-

len.
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Es war, oder scheint ungefihr so: Wir haben einen Kalkiil, sagen
wir, mit Kugeln einer Rechenmaschine; ersetzen den durch
einen Kalkiil mit Schriftzeichen; dieser Kalkiil legt uns eine
Ausdehnung der Rechnungsweise nahe, die der erste Kalkiil
uns nicht nahegelegt hat — oder vielleicht besser: der zweite
Kalkil verwischt einen Unterschied, der im ersten nicht zu
iibersehen war. Wenn es nun die Pointe des ersten Kalkiils ist,
dafs dieser Unterschied gemacht werde & er im zweiten nicht
gemacht wird so hat dieser damit seine Brauchbarkeit als Er-
satz des ersten verloren. Und nun konnte das Problem
entstehen — so scheint es —: wo haben wir uns von dem ur-
spriinglichen Kalkiil entfernt, welche Grenzen in dem neuen
entsprechen den natiirlichen Grenzen des alten? Ich habe ein
System von Regeln eines Kalkiils, die beildufig nach einem an-
dern Kalkiil gemodelt waren. Ich habe mir ihn zum Vorbild ge-
nommen. Bin aber tiber ihn hinausgegangen. Dies war sogar
ein Vorzug; aber nun wurde der neue Kalkiil an gewissen Stel-
len (zum mindesten fiir die alten Zwecke) unbrauchbar. Ich
suche ihn daher abzudndern: d.h., durch einen einigermaflen an-
deren zu ersetzen. Und zwar durch einen, der die Vorteile des
neuen ohne die Nachteile hat. Aber ist das eine klar bestimmte
Aufgabe? Gibt es — konnte man auch fragen — den richtigen logi-
schen Kalkiil, nur ohne die Widerspriiche? Kénnte man z.B. sa-
gen, daf8 R’s Theory of Types zwar den Widerspruch vermei-
det, daf$ aber R’s Kalkiil doch nicht der allgemeine logische Kal-
kil ist, sondern etwa ein kiinstlich eingeschriankter, verstiim-
melter? Konnte man sagen, dafs der reine, allgemeine logische

Kalkiil erst gefunden werden mufs??
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Ich spielte ein Spiel & richtete mich dabei nach gewissen
Regeln: aber wie ich mich nach ihnen richtete das hing von Y
Umstdnden ab & diese Abhéngigkeit war nicht schwarz auf
weifd niedergelegt. (Dies ist eine einigermafien irrefithrende
Darstellung.) Nun wollte ich dies Spiel so spielen, dafi ich
mich, ‘mechanisch’, nach Regeln richtete & ich ‘formalisierte’
das Spiel. Dabei aber kam ich an Stellen, wo das Spiel jeden
Witz verlor; diese wollte ich daher ‘mechanisch” vermeiden. —
Die Formalisierung der Logik war nicht zur Zufriedenheit ge-
lungen. Aber wozu hatte man sie iiberhaupt versucht? (Wozu
war sie niitze?) Entsprang diese Idee nicht einer irrigen Auffas-

sung?

Die Frage “Wozu war sie niitze?” war eine durchaus wesentliche
Frage. Denn der Kalkiil war nicht fiir einen praktischen Zweck
erfunden worden, sondern dazu, ‘die Arithmetik zu begriin-
den’. Aber wer sagt, dafs die Arithmetik Logik ist; oder was
man mit der Logik tun muf, um sie, in irgend einem Sinne,
zum Unterbau der Arithmetik zu machen? Wenn wir etwa von
asthetischen Uberlegungen dazu gefiihrt worden wiren, dies
zu versuchen, wer sagt, dafl es uns gelingen kann? (Wer sagt,
dafs sich dieses englische Gedicht zu unsrer Zufriedenheit ins
Deutsche tibersetzen 14f3t?!) (Wenn es auch klar ist; dafl es zu
jedem englischen Satz, in einem Sinne, eine Ubersetzung ins
Deutsche gibt.)

Die Philosophische Unbefriedigung verschwindet dadurch,

daf3 wir mehr sehen.
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Dadurch, daf} ich das Kiirzen durch (3 — 3) gestatte, verliert
das Rechnen seinen Witz. Aber wie, wenn ich z.B. ein neues
Gleichheitszeichen einfiihrte, das ausdriicken sollte: ‘gleich,
nach dieser Operation’? Hétte es aber einen Sinn zu sagen:
“Gewonnen in dem Sinne”, wenn in diesem Sinne jedes Spiel

von mir gewonnen ware?

Der Kalkiil verleitete mich an gewissen Stellen zur Aufthebung
seiner selbst. Ich will nun einen Kalkiil, der dies nicht tut, &
schliefSe diese Stellen aus. — Heifst das nun aber, dafs jeder
Kalkiil, in dem eine solche AusschliefSung nicht erfolgt ist, ein
unsicherer ist? ‘Nun, die Entdeckung dieser Stellen war mir
eine Warnung’. — Aber hast Du diese “Warnung’ nicht miffver-

standen?!
€D 11.03.1940

Kann man beweisen, dafs man nichts tibersehen hat? — Gewifs.
Und muff man nicht vielleicht spéter zugeben: “Ja, ich habe
etwas ubersehen; aber nicht in dem Feld, wofiir mein Beweis

gegolten hat”?
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Der Beweis der Widerspruchsfreiheit mufi uns Grund fiir eine
Voraussagung geben; & das ist sein praktischer Zweck. Das heifst
nicht, dafs dieser Beweis ein Beweis aus der Physik unsrer Re-
chentechnik ist — also ein Beweis der angewandten Mathematik
— aber dafs die uns néchstliegende Anwendung, & die, um de-
rentwillen uns an diesem Beweis liegt, jene Voraussagung ist.
Die Voraussagung ist nicht: “auf diese Weise wird keine Unord-
nung entstehen” (denn das ist keine Voraussagung, sondern
das ist der mathem. Satz) sondern: “es wird keine Unordnung

entstehen”.

Ich wollte sagen: Der Beweis der Widerspruchsfreiheit kann
uns nur dann beruhigen, wenn er ein triftiger Grund fiir jene

Voraussage ist.
12.03.1940

Wo es mir gentigt, dafl bewiesen wird, dafi ein Widerspruch,
oder eine Dreiteilung des Winkels auf diese Weise nicht kon-
struiert werden kann, dort leistet der induktive Beweis, was
man von ihm verlangt. Wenn ich mich aber fiirchten miifite,
daf3 irgend etwas, irgendwie, einmal als Konstruktion eines Wi-
derspruchs gedeutet werden koénnte, so kann kein Beweis mir

diese unbestimmte Furcht nehmen.

Der Zaun den ich um den Widerspruch ziehe ist kein Uber-

Zaun.

Wie konnte der Kalkiil durch einen Beweis prinzipiell in Ord-
nung kommen? Wie konnte es kein rechter Kalkiil sein, solange

man diesen Beweis nicht gefunden hatte?
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‘Dieser Kalkiil ist rein mechanisch; eine Maschine konnte ihn
ausfithren.” Was fiir eine Maschine? Eine die aus gewohnlichen
Materialien hergestellt ist- oder eine Uber-Maschine? Verwech-
selst Du nicht die Hérte einer Regel mit der Harte eines Materi-

als?

Wir werden den Widerspruch in einem ganz andern Lichte se-
hen, wenn wir sein Auftreten & seine Folgen, gleichsam, an-
thropologisch betrachten — als wenn wir ihn mit der Entriis-
tung des Mathematikers anblicken. D.h., wir werden ihn
anders sehen, wenn wir nur zu beschreiben versuchen, wie der
Widerspruch Sprachspiele beeinflufit; als wenn wir ihn vom

Standpunkt eines mathematischen Gesetzgebers ansehen.

Aber halt! ist es nicht klar, daf$ niemand zu einem Wider-
spruch gelangen will? Daf§ also der, dem Du die Moglichkeit
eines Widerspruchs vor Augen stellst, alles tun wird, um einen
solchen unmoglich zu machen? (Daff also, wer das nicht tut,

eine Schlafmiitze ist.)

Wie aber, wenn er antwortete: “Ich kann mir einen Wider-
spruch in meinem Kalkiil nicht vorstellen. — Du hast mir zwar
einen Widerspruch in einem andern gezeigt, aber nicht in die-

sem. In diesem ist keiner & ich sehe auch nicht die Moglichkeit.”

“Sollte sich einmal meine Auffassung von dem Kalkiil &ndern;
sollte, durch eine Umgebung, die ich jetzt nicht sehe, sich sein

Aspekt dndern— dann wollen wir weiter reden.”
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“Ich sehe die Moglichkeit eines Widerspruches nicht. So wenig,
wie Du — scheint es — die Moglichkeit, dafy in Deinem Beweis

der Widerspruchsfreiheit einer ist.”

Weif3 ich denn, ob, wenn ich je einen Widerspruch dort sehen
sollte, wo ich jetzt nicht die Moglichkeit eines Widerspruchs

sehe, er mir dann gefédhrlich erscheinen wird?
ED 19.03.1940

‘Was lehrt mich ein Beweis, abgesehen von seinem Resultat?” —
Was lehrt mich eine neue Melodie? Bin ich nicht in Versuchung

zu sagen, sie lehre mich etwas? —

E Die Rolle des Verrechnens habe ich noch nicht klar ge-
macht. Die Rolle des Satzes: “Ich mufs mich verrechnet haben”.
Sie ist eigentlich der Schliissel zum Verstindnis der
‘Grundlagen” der Mathematik.
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v

“Die Axiome eines mathematischen Axiomsystems sollen

einleuchtend sein.” Wie leuchten sie denn ein?

Wie wenn ich sagte: so kann ich mir’s am leichtesten vorstellen.
Und hier ist Vorstellen nicht ein bestimmter seelischer Vorgang
bei dem man zumeist die Augen schliefst, oder mit den Handen
bedeckt.

Was sagen wir, wenn uns so ein Axiom dargeboten wird,
z.B. das Parallelenaxiom? Hat Erfahrung uns gezeigt, daf3 es

sich so verhalt?

Nun vielleicht; aber welche Erfahrung? Ich meine: Erfahrung
spielt eine Rolle; aber nicht die, die man unmittelbar erwarten
wiirde. Denn man hat ja doch nicht Versuche gemacht &
gefunden, dafs wirklich nur eine Gerade die andre Gerade nicht
durch den Punkt schneidet. Und doch leuchtet der Satz ein. —
Wenn ich nun sagte: es ist ganz gleichgiiltig, warum er ein-
leuchtet. Genug: wir nehmen ihn an. Wichtig ist nur, wie wir

ihn gebrauchen.

Der Satz beschreibt ein Bild. Namlich dieses:
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Dies Bild ist uns annehmbar. Wie es uns annehmbar ist, die un-
genaue Kenntnis einer Zahl durch Abrunden auf ein Vielfaches

von 10 anzudeuten.
‘Wir nehmen diesen Satz an.” Aber als was nehmen wir ihn an?

Ich will sagen: Wenn der Wortlaut des Parallelen-Axioms,
z.B., gegeben ist (& wir die Sprache verstehen) so ist die Art
der Verwendung dieses Satzes, & also sein Sinn, noch gar nicht
bestimmt. Und wenn wir sagen, er leuchtet uns ein, so haben
wir damit, ohne es zu wissen, schon eine bestimmte Art der
Verwendung des Satzes gewdhlt. Der Satz ist kein mathemati-

sches Axiom, wenn wir ihn nicht gerade dazu verwenden.

Daf3 wir ndmlich hier nicht Versuche machen, sondern das Ein-
leuchten gelten lassen legt schon die Verwendung fest. Denn
wir sind ja nicht so naiv, das Einleuchten statt des Versuchs

gelten zu lassen.

Nicht, dafs er uns als wahr einleuchtet, sondern daf§ wir das

Einleuchten gelten lassen, macht ihn zum mathem. Satz.
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Lehrt uns die Erfahrung dafs zwischen je 2 Punkten eine
Gerade moglich ist? Oder, dafd zwei verschiedene Farben nicht
an einem Orte sein konnen? Man konnte sagen: die Vorstellung
lehrt es uns. Und darin liegt die Wahrheit; man mufS es nur

recht verstehen.
Vor dem Satz ist der Begriff noch geschmeidig.

Aber konnten nicht Erfahrungen uns bestimmen das Axiom zu

verwerfen?!
Ja. Und dennoch spielt es nicht die Rolle des Erfahrungssatzes.

Warum sind die Newtonschen Gesetze keine Axiome der Ma-
thematik? Weil man sich sehr wohl vorstellen konnte, daf3 es
sich anders verhielte. Aber — will ich sagen — dies schreibt jenen
Sédtzen nur eine gewisse Rolle im Gegensatz zu einer andern
zu. D.h.: von einem Satz zu sagen: ‘man konnte sich das auch
anders vorstellen” oder ‘man kann sich auch das Gegenteil
davon vorstellen’, schreibt ihm die Rolle des Erfahrungssatzes

Zu.

Der Satz den man sich nicht anders als wahr soll vorstellen
konnen hat eine andere Funktion als der fiir den es sich nicht so

verhalt.

Die mathem. Axiome funktionieren dergestalt, daff, wenn
Erfahrung uns dazu bewegte, ein Axiom aufzugeben, sein Ge-
genteil damit nicht zum Axiom wiirde. 2 x 2 # 5" heifst nicht,
2 x 2 = 5" habe sich nicht bewéhrt.
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Man konnte den Axiomen, sozusagen, ein spezielles

Behauptungszeichen vorsetzen.

Axiom ist etwas nicht dadurch, dafs wir es als dufSerst wahr-
scheinlich, ja als gewifs, anerkennen, sondern dadurch, dafd wir
ihm eine bestimmte Funktion zuerkennen & eine, die der des

Erfahrungssatzes widerstreitet.

Wir geben dem Axiom eine andere Art der Anerkennung als
dem Erfahrungssatz. Und damit meine ich nicht daf$ der ‘seeli-

sche Akt des Anerkennens’ ein andrer ist.
Das Axiom ist, mochte ich sagen, ein andrer Redeteil.

a Man nimmt, wenn man das math. Axiom, das & das sei
moglich, hort, ohne weiters an, man wisse, was hier ‘moglich

sein’ bedeutet; weil die Satzform uns natiirlich geldufig ist.

Man wird nicht gewahr, wie verschiedenerlei die Verwendung
der Aussage, etwas sei moglich, ist & kommt nicht auf den Ge-
danken, nach der besondern Verwendung in diesem Fall, zu

fragen.

Ohne die Verwendung im geringsten zu tiibersehen, konnen

wir hier gar nicht zweifeln, dafy wir den Satz verstehen.

Ist der Satz, daf} es keine Wirkung in die Ferne gibt von dem
Geschlecht der math. Sdtze? Man mochte da auch sagen: der
Satz ist nicht dazu bestimmt eine Erfahrung auszudriicken,

sondern dafs man sich etwas nicht anders vorstellen konne.
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Zu sagen zwischen zwei Punkten sei — geometrisch — immer
eine Gerade moglich, heifst: Von mehr als zwei Punkten zu sa-
gen, sie lidgen auf einer Geraden ist eine Aussage; es von

zweien zu sagen ist keine.

So wie man sich auch nicht fragt, was ein Satz der Form “Es
gibt kein ...” (z.B. “Es gibt keinen Beweis dieses Satzes”) im
besonderen Fall bedeutet. Auf die Frage was er bedeutet ant-
wortet man dem Anderen & sich selbst mit einem Beispiel des

Nicht-existierens.

Der math. Satz steht auf vier Fiifien, nicht auf dreien; er ist

iiberbestimmt.

a Wenn wir das Tun eines Menschen, z.B., durch eine Regel
beschreiben, so wollen wir, dafs der, dem wir die Beschreibung
geben, durch Anwendung der Regel wisse, was im besonderen
Fall geschieht. Gebe ich ihm nun durch die Regel eine indirekte

Beschreibung?

Es gibt natiirlich einen Satz, der sagt: wenn Einer die Zahlen ...

nach den & den Regeln zu multiplizieren trachtet so erhilt er

Eine Anwendung des math. Satzes mufs immer das Rechnen
selber sein. Das bestimmt das Verhiltnis der Rechentatigkeit

zum Sinn der math. Satze.

Wir beurteilen Gleichheit & Ubereinstimmung nach den Resul-
taten unseres Rechnens, darum konnen wir nicht das Rechnen

mit Hilfe der Ubereinstimmung erkldren.
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Wir beschreiben mit Hilfe der Regel: Wozu? Warum das ist eine

andre Frage.

‘Die Regel, auf diese Zahlen angewandt, gibt jene” konnte hei-
en: der Regelausdruck auf den Menschen angewendet lafst ihn

aus diesen Zahlen jene erzeugen.
Man fiihlt ganz richtig daf$ dies kein math. Satz wire.
Der math. Satz setzt einen gewissen Weg fest.

Es ist kein Widerspruch daf3 er eine Regel ist und nicht einfach

festgesetzt, sondern nach Regeln erzeugt wird.

Wer mit einer Regel beschreibt, weifs selbst auch nicht mehr als
er sagt. D.h., er sieht auch nicht die Anwendung voraus, die er
im besondern Fall von der Regel machen wird. Wer “u.s.w.”

sagt, weifs selbst auch nicht mehr als “u.s.w.”.

B} Wie konnte man Einem erkldren, was der zu tun hat, der

einer Regel folgen soll?

Man ist versucht zu erkldren: vor allem tu das Einfachste (wenn
die Regel z.B. ist immer das gleiche zu wiederholen). Und
daran ist natiirlich etwas. Es ist von Bedeutung, daff wir sagen
konnen, es sei einfacher eine Zahlenreihe anzuschreiben, in der
jede Zahl gleich der vorhergehenden ist, als eine Reihe, in der
jede Zahl um 1 grofer ist als die vorhergehende. Und wieder,
daf dies ein einfacheres Gesetz ist als das, abwechselnd 1 und 2

zu addieren.
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Ist es denn nicht {ibereilt, einen Satz, den man an Stib-
chen & Bohnen erprobt hat, auf Wellenlédngen des Lichts anzu-
wenden? Ich meine: da 2 x 5000 = 10000 ist. Rechnet man
wirklich damit, dafs, was sich in so viel Fillen bewahrheitet hat,
auch fiir diese stimmen muf$? Oder ist es nicht vielmehr, daf3
wir uns mit der arithmetischen Annahme noch gar nicht bin-

den?

Die Arithm. als die Naturgeschichte (Mineralogie) der
Zahlen. Wer spricht aber so von ihr? Unser ganzes Denken ist

von dieser Idee durchsetzt.

Die Zahlen sind Gestalten (ich meine nicht die Zahlzeichen) &
die Arithm. teilt uns die Eigenschaften dieser Gestalten mit.
Aber die Schwierigkeit ist da, daf$ die Eigenschaften der Gestal-
ten Mdglichkeiten sind; nicht die gestaltlichen Eigenschaften der
Dinge, die die Gestalt haben. Und diese Moglichkeiten wieder
entpuppen sich als physikalische, oder psychologische, Mog-
lichkeiten (der Zerlegung, Zusammensetzung, etc.). Die Ge-
stalten aber spielen (nur) die Rolle der Bilder, die man so & so
verwendet. Nicht Eigenschaften von Gestalten ist es, was wir
geben, sondern Transformationen von Gestalten, als

irgendwelche Paradigmen aufgestellt.

Wir beurteilen nicht die Bilder, sondern mittels der Bilder.

Wir erforschen sie nicht sondern mittels ihrer etwas anderes.
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Du bringst ihn zu der Entscheidung dies Bild aufzunehmen.
Und zwar durch Beweis, d.i., durch Vorfiihrung einer Bilderrei-
he, oder einfach dadurch, dafd Du ihm das Bild zeigst. Was zu
dieser Entscheidung bewegt ist hier gleichgiiltig. Die Hauptsa-

che ist, daf3 es sich um das Annehmen eines Bildes handelt.

Das Bild des Zusammensetzens ist kein Zusammensetzen; das
Bild einer Zerlegung keine Zerlegung; das Bild des Passens
kein Passen. Aber diese Bilder sind von der grofsten Bedeu-
tung. So sieht es aus, wenn zusammengesetzt wird; wenn zerlegt

wird; usw.

Wie wire es, wenn Tiere oder Kristalle so schéne Eigen-
schaften hitten wie die Zahlen? Es gédbe also z.B. eine Reihe
von Gestalten, eine immer um eine Einheit grofier als die ande-

re.

Ich mochte darstellen konnen, wie es kommt, dafd die Math.
jetzt uns als Naturgeschichte des Zahlenreiches, jetzt wieder als

eine Sammlung von Regeln erscheint.

Koénnte man aber nicht Transformationen von Tiergestalten
(z.B.) studieren? Aber wie ‘studieren’? Ich meine: konnte es
nicht niitzlich sein, sich Transformationen von Tiergestalten

vorzufiithren? Und doch wire dies kein Zweig der Zoologie. —

Ein math. Satz wére es dann (z.B.), daf3 diese Transformation
diese Gestalt in diese tiberleitet. (Die Gestalten & die Transfor-

mation wiedererkennbar.)
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Wir miissen uns aber dessen erinnern, dafy der math. Be-
weis durch seine Umformungen nicht nur zeichengeometrische

Sétze, sondern Sitze des verschiedenartigsten Inhalts beweist.

So beweist die Umformung eines Russellschen Beweises, dafs
dieser logische Satz mit Hilfe dieser Regeln sich aus den
Grundgesetzen bilden lasse. Aber der Beweis wird als Beweis
der Wahrheit des Schlufisatzes angesehen, oder als Beweis
dafiir, daf8 der Schlufisatz nichts sagt. Das ist nun nur durch
eine Beziehung des Satzes nach aufien moglich; d.h. durch sei-

ne Beziehung zu andern Sétzen, z.B., & deren Anwendung.

‘Die Tautologie (‘p v ~p’, z.B.) sagt nichts’ ist ein Satz der sich
auf das Sprachspiel bezieht, worin der Satz p angewendet wird.
(Z.B.: “Es regnet, oder regnet nicht” ist keine Mitteilung tiber
das Wetter.)

Die R.sche Logik sagt nichts dariiber, welcher Art & Verwen-
dung Sitze, ich meine nicht logische Sitze, sind: Und doch erhalt
die Logik ihren ganzen Sinn (nur) von der supponierten

Anwendung auf die Sitze.

Man kann sich denken dafs Leute eine angewandte Ma-
thematik haben ohne eine reine Mathematik. Sie kénnen z.B. -
nehmen wir an — die Bahn berechnen, welche gewisse sich be-
wegende Korper beschreiben & deren Ort zu einer gegebenen
Zeit vorhersagen. Dazu bentiutzen sie ein Koordinatensystem,
die Gleichung von Kurven (eine Form der Beschreibung wirklicher

Bewegung) & die Technik des Rechnens im Dezimalsystem.
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Die Idee eines Satzes der reinen Mathematik kann ihnen ganz
fremd sein. Diese Leute haben also Regeln denen gemdf3 sie die
betreffenden Zeichen insbesondere z.B. Zahlzeichen transfor-
mieren zum Zweck der Voraussage des Eintreffens gewisser Er-

eignisse.

Aber wenn sie nun z.B. multiplizieren, werden sie da nicht
einen Satz gewinnen, der sagt, dafs das Resultat der Multiplika-
tion das gleiche ist, wie immer man die Faktoren vertauscht?
Das wird keine primére Zeichenregel sein, aber auch kein Satz
ihrer Physik. Nun, sie brauchen so einen Satz nicht zu erhalten —

selbst wenn sie das Vertauschen der Faktoren erlauben.

Ich denke mir die Sache so, dafs diese Mathematik ganz in
Form von Geboten betrieben wird. “Du mufst das & das tun” —
um ndmlich die Antwort darauf zu erhalten, “wo wird sich die-
ser Korper zu der & der Zeit befinden’. (Wie diese Menschen
zu dieser Methode der Vorhersagung gekommen sind, ist ganz

gleichgiiltig).

Der Schwerpunkt der Mathem. liegt fiir diese Menschen ganz

im Tun.

Ist das aber moglich? Ist es moglich, daf3 sie das

kommutative Gesetz (z.B.) nicht als Satz ansprechen?

Ich will doch sagen: Diese Leute sollen nicht zu der Auffassung
kommen, dafi sie mathem. Entdeckungen machen — sondern
nur physikalische Entdeckungen. [Wie sehr ich doch bei

meinem Denken von Spengler beeinflufit bin!|
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Frage: Miissen sie mathem. Entdeckungen als Entdeckungen
machen? Was geht ihnen ab wenn sie keine machen? Kénnten
sie (z.B.) den Beweis des kommutativen Gesetzes gebrauchen,
aber ohne die Auffassung, er gipfle in einem Satz, er habe also
ein Resultat das ihren physikalischen Sétzen irgendwie

vergleichbar sei?

Das blofse Bild

O O O
O O O

O O O
O O O

O O O
O O O O O

einmal als 4 Reihen zu 5 Punkten, einmal als 5 Kolumnen zu 4
Punkten betrachtet konnte jemand vom kommutativen Gesetz
tiberzeugen. Und er konnte daraufhin Multiplikationen einmal

in der einen, einmal in der andern Richtung ausfiihren.
06.04.1942

Ein Blick auf die Vorlage & die Steine iiberzeugt ihn, daf er mit
ihnen die Figur wird legen konnen, d.h., er unternimmt darauf,

sie zu legen.
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‘Ja, aber nur, wenn die Steine sich nicht dndern? — Wenn sie
sich nicht d&ndern & wenn wir keinen unbegreiflichen Fehler
machen, oder Steine unbemerkt verschwinden oder dazukom-
men. ‘Aber es ist doch wesentlich, dafs sich die Figur tatsdchlich
allemal aus den Steinen legen 14f3t! Was geschdhe wenn sie sich
nicht legen liefle?” — Vielleicht wiirden wir uns dann fiir geistes-
gestort halten. Aber — was weiter? — Vielleicht wiirden wir die
Sache auch hinnehmen, wie sie ist. Und dann wiirde Frege sa-

gen: “Hier haben wir eine neue Art der Verrticktheit”.

Es ist klar, daf} die Mathematik als Technik des Umwan-
delns von Zeichen zum Zweck des Vorhersagens mit (der)

Grammatik nichts zu tun hat.

(Jene) Leute, deren Mathematik nur eine solche Technik
ist, sollen nun auch Beweise anerkennen, die sie von der

Brauchbarkeit einer Zeichentechnik iiberzeugen.

Wenn uns das Rechnen als maschinelle Tatigkeit
erscheint, so ist der Mensch, der die Rechnung ausfiihrt, die Ma-

schine.

Die Rechnung wire dann gleichsam ein Diagramm, das ein Teil
der Maschine hinschreibt.

Und das bringt mich darauf daff ein Bild uns sehr wohl
davon iiberzeugen kann daf} ein bestimmter Teil eines Mecha-
nismus sich so & so bewegen werde wenn man den

Mechanismus in Gang setzt.

So ein Bild (oder eine Bilderreihe) wirkt wie ein Beweis. So

konnte ich z.B. konstruieren, wie der Punkt x des Mechanismus
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0
il

sich bewegen werde.

Ist es nicht seltsam, daf3 es nicht augenblicklich klar ist, wie uns
das Bild der Periode im Dividieren von der Wiederkehr der

Ziffernreihe tiberzeugt?

(Es ist so schwer fiir mich, die innere Beziehung von der

dufleren zu scheiden — das Bild von der Vorhersage.)
Der Doppelcharakter des math. Satzes — als Gesetz & als Regel.

Wie, wenn man statt “Intuition” sagen wiirde “richtiges
Erraten”? Das wiirde den Wert einer Intuition in einem ganz
andern Lichte zeigen. Denn das Phdnomen des Ratens ist ein

psychologisches, aber nicht das des richtig Ratens.

Daf$ wir die Technik gelernt haben, macht, daff wir sie

nun, auf den Anblick dieses Bildes hin, so & so abandern.

‘Wir entschlieffen uns zu einem neuen Sprachspiel.” ‘Wir
entschlieflen uns spontan (mochte ich sagen) zu einem neuen

Sprachspiel.
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Ja — es scheint: wenn unser Gedéachtnis anders funktio-
nierte, daf$ wir dann nicht so, wie wir’s tun, rechnen konnten.
Koénnten wir aber dann Definitionen geben, wie wir es tun; so
reden & schreiben, wie wir es tun? Wie aber konnen wir die
Grundlage unsrer Sprache durch Erfahrungssdtze ausdrii-

cken?!

Angenommen, eine Division wenn wir sie ganz ausfiihren
wiirde nicht zu demselben Resultat fithren wie das Kopieren
der Periode. Das konnte z.B. daher kommen, dafs wir die Re-
chengesetzchen ohne uns dessen bewufit zu sein verdnderten.
(Es konnte aber auch daher kommen, dafs wir anders kopie-

ren.)

Was ist der Unterschied zwischen nicht rechnen & falsch
rechnen. — Oder: ist eine scharfe Grenze zwischen dem, die Zeit
nicht zu messen & sie falsch messen? Keine Zeitmessung zu

kennen & eine falsche?

Gib auf das Geschwitz acht, wodurch wir jemand von der
Wahrheit eines math. Satzes iiberzeugen. Es gibt einen Auf-
schluf iiber die Funktion dieser Uberzeugung. Ich meine das
Geschwitz womit die Intuition wachgerufen wird. Womit also

die Maschine einer Technik in Gang gesetzt wird.

Kann man sagen, daf3, wer eine Technik lernt, sich da-

durch von der Gleichférmigkeit der Resultate iiberzeugt??

Die Grenze der Empirie — ist die Begriffsbildung.
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Welchen Ubergang mache ich von “es wird so sein” zu “es muf
so sein”? Ich bilde einen andern Begriff. Einen, in dem inbegrif-
fen ist was es friither nicht war. Wenn ich sage: “Wenn diese
Ableitungen gleich sind, dann muf ...”, Bilde also meinen Be-

griff der Gleichheit um.

Wie aber, wenn Einer nun sagt: “Ich bin mir nicht dieser zwei
Vorgédnge bewufSt, ich bin mir nur der Empirie bewufst, nicht
einer von ihr unabhédngigen Begriffsbildung & Begriffsumbil-
dung; alles scheint mir im Dienste der Empirie zu stehen.”? Mit
andern Worten: wir scheinen nicht bald mehr, bald weniger ra-
tional zu werden, oder die Form unseres Denkens zu
verdndern, so daf$ damit sich das dndert, was wir “Denken” nen-

nen. Wir scheinen es nur immer der Erfahrung anzupassen.

Das ist klar: dafs, wenn Einer sagt: “Wenn Du der Regel folgst so
muf$ es so sein”, (daf3) er keinen klaren Begriff von Erfahrungen

hat die dem Gegenteil entspréachen.

Oder auch so: Er hat keinen klaren Begriff davon, wie es aussa-

he, wenn es anders wire. Und das ist sehr wichtig.

Was zwingt uns den Begriff der Gleichheit so zu formen,
dafl wir etwa sagen: “wenn Du beidemale wirklich das Gleiche
tust, mufs auch dasselbe herauskommen”? — Was zwingt uns,
nach einer Regel vorzugehen, etwas als Regel aufzufassen? Was
zwingt uns mit uns selbst in den Formen der von uns gelernten

Sprache zu reden

Denn das Wort “mufs” driickt doch aus, daf$ wir von diesem Be-

griff nicht abgehen konnen. (Oder soll ich sagen “wollen”?)
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Ja, auch wenn ich von einer Begriffsbildung zu einer andern
iibergegangen bin, so bleibt der alte Begriff noch (immer) im

Hintergrund.

Kann ich sagen: “Ein Beweis bringt uns zu einer gewissen Ent-
scheidung, & zwar zu der, eine bestimmte Begriffsbildung an-

zunehmen”??

Sieh den Beweis nicht als einen Vorgang an der Dich zwingt,
sondern der Dich fiihrt. — Und zwar fiihrt er Deine Auffassung

eines (gewissen) Sachverhalts.

Aber wie kommt es, daf$ er jeden von uns so fiithrt, dafs wir
iibereinstimmend von ihm beeinflufst werden? Nun, wie
kommt es daf$ wir tibereinstimmend zihlen? ‘Wir sind eben so
abgerichtet’, kann man sagen, “‘und die Ubereinstimmung die

so erzeugt wird setzt sich durch die Beweise fort'.

Wiihrend dieses Beweises haben wir eine Anschauungsweise
von der 3-Teilung des Winkels gebildet, die eine Konstruktion
mit Lineal & Zirkel ausschliefst.

Dadurch, daf3 wir einen Satz als selbstverstindlich anerkennen,
sprechen wir ihn auch von jeder Verantwortung gegeniiber der

Erfahrung frei.

Wihrend des Beweises wird unsere Anschauung gedndert — &
dafd das mit Erfahrungen zusammenhéngt tut dem keinen Ein-

trag.

Unsre Anschauung wird umgemodelt.

241


file:///ms-125/#44r.3+44v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/44r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/44v.webp
file:///ms-125/#44v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/44v.webp
file:///ms-125/#45r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/45r.webp
file:///ms-125/#45v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/45v.webp
file:///ms-125/#45v.2+46r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/45v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/46r.webp
file:///ms-125/#46r.3+46v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/46r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/46v.webp
file:///ms-125/#46v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/46v.webp
file:///ms-125/#46v.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/46v.webp

Es muf$ so sein, heifst nicht, es wird so sein. Im Gegenteil:
“Es wird so sein, wahlt zwischen einer & einer andern Moglich-

keit. “Es muf3 so sein’ sieht nur eine Moglichkeit.

Der Beweis leitet unsere Erfahrungen sozusagen in bestimmte
Kanidle. Wer das & das immer wieder versucht hat gibt den

Versuch Beweis auf.

Es versucht Einer ein gewisses Bild aus Steinen zusammenzule-
gen. Er sieht nun eine Vorlage in welcher ein Teil jenes Bilds aus
allen seinen Steinen zusammengelegt erscheint, & gibt nun
seinen Versuch auf. Die Vorlage war der Beweis dafiir, daf$ sein

Vorhaben unméglich ist.

Auch die Vorlage, sowie die, die ihm zeigt dafs er wird ein Bild
aus diesen Steinen zusammensetzen konnen, dndert seinen Be-
griff. Denn er hat, konnte man sagen, das Zusammensetzen die-

ses Bildes aus diesen Steinen noch nie so angesehen.

Ist es gesagt, dafs Einer, der sieht, dafs man mit diesen Steinen
einen Teil des Bildes legen kann, einsieht, daff man also auf
keine Weise das ganze Bild aus ihnen wird legen kdnnen? Ist es
nicht mdéglich, daf$ er versucht & versucht, ob nicht doch eine

Stellung der Steine dies Ziel erreicht?

Mufi man hier nicht zwischen (dem) Denken & dem prakti-

schen Erfolg des Denkens unterscheiden?
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“... die nicht, wie wir, gewisse Wahrheiten unmittelbar
einsehen, sondern vielleicht auf den langwierigen Weg der In-
duktion angewiesen sind”, so sagt Frege. Aber was mich inter-
essiert ist das unmittelbare Einsehen, ob es nun das einer
Wahrheit ist, oder einer Falschheit. Ich frage: was ist das cha-
rakteristische Benehmen von Menschen, die etwas ‘unmittelbar
einsehen” — was immer der praktische Erfolg dieses Einsehens

ist?

Mich interessiert nicht das unmittelbare Einsehen einer Wahr-
heit, sondern das Phdnomen des unmittelbaren Einsehens.
Nicht (zwar) als einer besondern seelischen Erscheinung son-

dern als einer Erscheinung im Handeln der Menschen.

Ja; es ist, als ob die Begriffsbildung unsre Erfahrung in
bestimmte Kanile leitete so daff man nun die eine Erfahrung
mit der andern auf neue Weise zusammensieht. (Wie ein opti-
sches Instrument Licht von verschiedenen Quellen auf be-

stimmte Art in einem Bild zusammenkommen 1&d6t.)

Denke Dir, der Beweis wére eine Dichtung ja ein Theaterstiick.

Kann mich das Ansehen eines solchen zu nichts bringen?

Ich wufite nicht wie es gehen werde, — aber ich sah ein Bild, &
nun wurde ich tiberzeugt, daf8 es so gehen werde, wie im Bilde.
Das Bild verhalf mir zur Vorhersage. Nicht als ein Experiment —

—es war nur der Geburtshelfer der Vorhersage.

Denn, was immer meine Erfahrungen sind, oder waren, ich
mufs doch noch die Vorhersage machen. (Die Erfahrungen ma-

chen sie nicht fiir mich.)
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Dann ist es ja kein so grofies Wunder, daf} der Beweis uns zur
Vorhersage hilft. Ohne dieses Bild hatte ich nicht sagen konnen,
wie es werden wird, aber wenn ich es sehe so ergreife ich es zur

Vorhersage.

Welche Farbe eine chemische Verbindung haben wird kann ich
nicht mit Hilfe eines Bildes vorhersagen, das mir die Substan-
zen in der Proberthre & ihre Reaktion veranschaulicht. Zeigt
das Bild ein Aufschdumen & am Ende rote Kristalle, so konnte
ich nicht sagen: “Ja, so mufS es sein”, oder “Nein, so kann es
nicht sein”. Anders aber ist es wenn ich das Bild eines Mecha-
nismus in Bewegung setze; dieses kann mich lehren wie ein
Teil sich wirklich bewegen wird. Stellte aber das Bild einen
Mechanismus dar dessen Teile aus einem sehr weichen Materi-
al (etwa Teig) bestiinde & sich daher im Bild auf verschiedenste
Art verbogen, so wiirde mir das Bild vielleicht wieder nicht zu

einer Vorhersage verhelfen.

Kann man sagen: ein Begriff wird so gebildet daff er einer ge-
wissen Vorhersage angepafit ist, d.h., sie in den einfachsten

Termini ermdglicht —?

Das philosophische Problem ist: wie konnen wir die

Wabhrheit sagen, & dabei diese starken Vorurteile beruhigen?

Es ist ein Unterschied: ob ich etwas als eine Tduschung meiner
Sinne oder als ein duferes Ereignis deute, ob ich diesen Gegen-
stand zum Maf3 jenes nehme, oder umgekehrt, ob ich mich ent-

schliefle, zwei Kriterien entscheiden zu lassen, oder nur eins.
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Wenn richtig gerechnet wurde, so muf$ das herauskom-

men. Mufl es dann immer so herauskommen? Natiirlich.

Indem wir zu einer Technik erzogen sind, sind wir auch zu
einer Betrachtungsweise abgerichtet, die ebenso fest sitzt als jene
Technik.

Der math. Satz scheint weder von den Zeichen, noch von den

Menschen zu handeln, & er fut es daher auch nicht.

Er zeigt die Verbindungen die wir als starr betrachten. Wir
schauen aber sozusagen, von diesen Verbindungen weg & auf
etwas anderes. Wir drehen ihnen sozusagen den Riicken. Oder:

wir lehnen uns an sie oder fuf3en auf ihnen.

Nochmals: wir sehen den math. Satz nicht als einen Satz, der

von Zeichen handelt an, & er ist es daher auch nicht.
Wir erkennen ihn an, indem wir ihn den Riicken drehen.

Wie ist es, z.B., mit den Grundgesetzen der Mechanik? Wer sie
versteht, mufd wissen, auf welche Erfahrungen sie sich stiitzen.

Anders verhilt es sich mit den Satzen der reinen Mathematik.

Ein Satz kann ein Bild beschreiben & dieses Bild mannig-
fach in unserer Betrachtungsweise der Dinge, also in unserer

Lebens- & Handlungsweise verankert sein.
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Ist nicht der Beweis ein flimsy Grund die Suche nach einer
Konstruktion der Dreiteilung ganz aufzugeben? Du bist nur ein
oder zweimal diese Zeichenreihe durchgegangen & daraufhin
willst Du Dich entschliefsen? Nur weil Du diese eine Transfor-

mation gesehen hast willst Du die Suche aufgeben?

Der Effekt des Beweises sei, dafs sich in die neue Regel hinein-

sturzt.

Er hatte bisher nach der & der Regel gerechnet; nun zeigt ihm
Einer den Beweis, man konne auch anders rechnen, & er schal-
tet nun (auf die andre Technik) um — nicht weil er sich sagt, es
werde so auch gehen, sondern weil er die neue Technik mit der
alten als identisch empfindet, weil er ihr denselben Sinn geben
mufs weil er sie als gleich anerkennt wie er diese Farbe als griin
anerkennt. D.h.: das Einsehen der math. Relationen spielt eine
dhnliche Rolle wie das Einsehen der Identitdt. Man konnte bei-

nahe sagen, es ist eine kompliziertere Art der Identitat.

Man konnte sagen: Die Griinde warum er nun auf eine andere
Technik umschaltet, sind von gleicher Art wie die, die ihn eine
neue Multiplikation so ausfiihren lassen, wie er sie ausfiihrt;
indem er die Technik als die gleiche anerkennt, wie die, die er

bei andern Multiplikationen angewandt hatte.
18.05.1942

Ein Mensch ist in einem Zimmer gefangen, wenn die Tiire un-
versperrt ist, sich nach innen 6ffnet; er aber nicht auf die Idee

kommt zu ziehen, statt gegen sie zu driicken.

246


file:///ms-125/#55r.3+55v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/55r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/55v.webp
file:///ms-125/#55v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/55v.webp
file:///ms-125/#56r.1+56v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/56r.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/56v.webp
file:///ms-125/#57r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/57r.webp
file:///ms-125/#57v.2+58r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/57v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/58r.webp

Wenn Weifs zu Schwarz wird, sagen manche Menschen
“Es ist im wesentlichen noch immer dasselbe”. Und andere,
wenn die Farbe um einen Grad dunkler wird, sagen “Es hat

sich ganz verandert”.

Die Sdtze “a = a”, “p D p”, “Das Wort ‘Bismarck” hat 8
Buchstaben”, “Es gibt kein rétlichgriin”, sind alle einleuchtend
& Sitze liber das Wesen: was haben sie gemeinsam? Sie sind of-
fenbar jeder von andrer Art & anderem Gebrauch. Der vorletz-
te ist einem Erfahrungssatz am &dhnlichsten. Und es ist ver-
standlich dafl man ihn einen synthetischen Satz a priori nennen
kann. Man kann sagen: wenn einer die Zahlenreihe mit der
Buchstabenreihe nicht zusammenhilt, kann er nicht wissen, wie-
viel Buchstaben das Wort hat.

15.09.1942

Eine Figur aus der andern nach einer Regel abgeleitet. (Etwa

die Umkehrung vom Thema.)
Dann das Resultat als Aquivalent der Operation gesetzt.

Wenn ich schrieb “der Beweis mufs iibersichtlich sein” so
hiefd das: Kausalitit spielt im Beweis keine Rolle. Oder auch: der

Beweis muf$ sich durch blofies Kopieren reproduzieren lassen.

Daf3 bei der Fortsetzung der Division von 1 + 3 immer
wieder 3 herauskommen mufs wird ebenso wenig durch Intui-
tion erkannt, wie, dafy die Multiplikation 25 x 25 wenn man sie

wiederholt immer wieder dasselbe Produkt liefert.
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Man konnte vielleicht sagen dafS der synthetische Charak-
ter der Satze der Math. sich am klarsten in der unregelméfsigen

Verteilung der Primzahlen zeigt.

Aber weil sie synthetisch sind (in diesem Sinne), sind sie drum
nicht weniger a priori. Man koénnte sagen, will ich sagen, daf3
sie nicht aus den Begriffen durch einen Vorgang der Analyse
abgeleitet werden kénnen dennoch aber einen Begriff nach der

Hand bestimmen.

Die Verteilung der Primzahlen wére ein ideales Beispiel fiir das
was man synthetisch a priori nennen koénnte, denn man kann
sagen, daf3 sie jedenfalls durch eine Analyse des Begriffs der

Primzahl nicht zu finden ist.

Koénnte man nicht wirklich von Intuition in der Math.
reden? Nicht so aber, dafd eine mathem. Wahrheit intuitiv erfaf3t
wiirde wohl aber eine physikalische, oder psychologische. So
weifs ich mit groffer Sicherheit, dafd ich jedesmal 625 errechnen
werde, wenn ich zehnmal 25 mit 25 multipliziere. D.h. ich weifs
die psychologische Tatsache, daff mir immer wieder diese
Rechnung als richtig erscheinen wird; so wie ich weif3, wenn
ich die Zahlenreihe von 1 bis 20 zehnmal nacheinander aus
dem Gedichtnis aufschreibe, die Aufschreibungen sich beim
Kollationieren als gleich erweisen werden. — Ist das nun eine
Erfahrungstatsache? Freilich — und doch wire es schwer Expe-
rimente anzugeben die mich von ihr iiberzeugen wiirden. Man
konnte so etwas eine intuitiv erkannte Erfahrungstatsache nen-

nen.
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Du willst sagen, dafs jeder Beweis in einer oder der

anderen Weise den Begriff des Beweises dndert.

Aber nach welchem Prinzip wird denn etwas als neuer Beweis

anerkannt? Oder vielmehr gibt es da gewifs kein ‘Prinzip’.

Soll ich nun sagen: “wir sind tiberzeugt, dafs immer wie-
der dasselbe Resultat herauskommen wird”? Nein, das ist nicht
genug. Wir sind tiberzeugt, dafi immer dieselbe Rechnung
herauskommen, gerechnet werden, wird. Ist das nun eine ma-
thematische Uberzeugung? Nein — denn wiirde nicht immer
dasselbe gerechnet so konnten wir nicht folgern, dafs die Rech-

nung einmal ein Resultat das andre mal, ein anderes ergiebt.

Wir sind freilich auch tiberzeugt, dafl wir beim wiederholten

Rechnen das Bild der Rechnung reproduzieren werden. —

Konnte ich nicht sagen: wer die Multiplikation macht
findet jedenfalls nicht das math. Faktum, aber den math. Satz?
Denn, was er findet ist das nicht-math. Faktum, & so den math.
Satz. Denn der math. Satz ist eine Begriffsbestimmung die auf

eine Entdeckung folgt.
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Du findest eine neue Physiognomie. Du kannst Dir sie z.B. jetzt

merken oder sie kopieren.

Es ist eine neue Form gefunden, konstruiert worden. Aber sie

wird dazu beniitzt mit der alten einen neuen Begriff zu geben:
Man dndert den Begriff so, dafd das hat herauskommen miisser.

Ich finde nicht das Resultat; sondern ich finde, dafd ich dahin
gelange.

Und nicht das ist eine Erfahrungstatsache, dafd dieser Weg da
anfangt & da endet; sondern, dafl ich diesen Weg, oder einen

Weg zu diesem Ende, gegangen bin.

Aber konnte man nicht sagen, daf3 die Regeln diesen Weg

fiihren, auch wenn niemand ihn gienge?
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Denn das ist es ja, was man sagen mochte — und hier ist die
Vorstellung von einem math. Mechanismus, einem, der nicht
den Gesetzen der Physik, sondern nur denen der Math. ge-
horcht.

Ich will sagen: das Arbeiten der math. Maschine ist nur das Bild

des Arbeitens einer Maschine.

Die Regel arbeitet nicht, denn, was immer der Regel nach ge-

schieht, ist eine Interpretation der Regel.

Nehmen wir an, ich habe die Stadien der Bewegung von

o
-

im Bilde vor mir, so verhilft mir das zu einem Satz, den ich von
diesem Bild gleichsam ablese. Der Satz enthidlt das Wort

“ungefahr” & ist ein Satz der Geometrie.

Es ist seltsam, daf$ ich einen Satz von einem Bild soll ablesen

konnen.

Der Satz aber handelt nicht von dem Bild das ich sehe. Er sagt
nicht, daf8 auf diesem Bild das & das zu sehen ist. Er sagt aber
auch nicht, was der wirkliche Mechanismus tun wird, obwohl

er dies andeutet.
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Aber konnte ich von der Bewegung des Mechanismus wenn
ihre Teile sich nicht dndern, auch andere Zeichnungen
anfertigen? D.h., bin ich nicht gezwungen eben dies als Bild der

Bewegung, unter diesen Bedingungen, anzunehmen.

Denken wir uns die Konstruktion der Stadien des Mechanis-
mus mit Strichen von wechselnder Farbe ausgefiihrt. Die Stri-
che seien zum Teil schwarz auf weilem Grund, zum Teil weif
auf schwarzem Grund. Denke Dir die Konstruktionen im Eu-

klid so ausgefiihrt; sie werden allen Augenschein verlieren.
Das umgekehrte Wort hat ein neues Gesicht.

Wie, wenn man sagte: Wer die Folge 1 2 3 umgekehrt hat, lernt
tiber sie, dafs sie umgekehrt 3 2 1 ergibt? Und zwar ist, was er
lernt, nicht eine Eigenschaft dieser Tintenstriche, sondern der
Folge von Formen. Er lernt eine formale Eigenschaft von Formen.
Der Satz, welcher diese formale Eigenschaft aussagt, wird
durch die Erfahrung bewiesen, die ihm die Entstehung der

einen Form, in dieser Weise, aus der andern zeigt.

Hat nun, wer das lernt, zwei Eindriicke? Einen davon dafd die
Reihenfolge umgekehrt wird, den andern davon dafs 3 2 1 ent-
steht? Und konnte er die Erfahrung, den Eindruck, dafs 1 2 3
umgekehrt wird nicht haben und doch nicht den dafs 3 2 1 ent-
steht? Vielleicht wird man sagen: “nur durch eine seltsame

Tauschung”. -
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Warum man eigentlich nicht sagen kann, dafs man jenen forma-
len Satz aus der Erfahrung lernt — weil man es erst dann diese
Erfahrung nennt, wenn dieser Prozef} zu diesem Resultat fiihrt.
Die Erfahrung, die man meint, besteht schon aus diesem

Prozefs mit diesem Resultat.
Darum ist sie mehr wie die Erfahrung: ein Bild zu sehen.

Kann eine Buchstabenreihe zwei Umkehrungen haben? Etwa
eine akustische & eine andere optische Umkehrung. Angenom-
men ich erkldre jemandem was die Umkehrung eines Wortes
auf dem Papier ist, was man so nennt. Und nun stellt sich her-
aus dafs er eine akustische Umkehrung des Wortes hat, d.h.,
etwas was er so nennen mochte was aber nicht ganz mit der ge-
schriebenen Buchstabenreihe tibereinstimmt. So daff man sagen
kann: er hort das als Umkehrung des Wortes. Gleichsam als ver-
zerrte sich ihm das Wort beim Umkehren. Und dies kénnte
etwa eintreten wenn er das Wort & die Umkehrung fliefsend
ausspricht im Gegensatz zu dem Fall wenn er es buchstabiert.
Oder die Umkehrung konnte anders scheinen, wenn er das

Wort in einem Zuge vor- & riickwiérts spricht.

Es wére moglich, dafs man das genaue Spiegelbild eines Profils
sogleich nach diesem gesehen nie fiir das gleiche & nur in die
andere Richtung gedrehte erklédrte, sondern daf3, um den Ein-
druck der genauen Umkehrung zu machen, das Profil in den

Mafien etwas gedndert werden miifte.
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Ich will doch sagen, man konne nicht sagen: wir mogen zwar
tiber die korrekte Umkehrung, eines langen Wortes z.B., im
Zweifel sein, aber wir wissen, daf3 das Wort nur eine Umkeh-

rung hat.

‘Ja, aber wenn es eine Umkehrung in diesem Sinne sein soll,
dann kann es nur eine geben!” Heifst hier ‘in diesem Sinne:
nach diesen Regeln, oder: mit dieser Physiognomie. Im ersten
Falle wére der Satz tautologisch, im zweiten muf er nicht wahr

sein.

Denk Dir eine Maschine, die ‘so konstruiert ist’, dafs sie
eine Buchstabenreihe umkehrt. Und nun den Satz, daf3 das

Resultat im Falle
ABER
REBA ist. —

Die Regel, wie sie wirklich gemeint ist, scheint eine treibende
Kraft zu sein, die eine ideale Reihe so umkehrt, — was immer
ein Mensch mit einer wirklichen Reihe tun mag. Dieser ist also
der Mechanismus, der fiir den wirklichen als Mafsstab, als Ideal

zu gelten hat.

Und das ist verstandlich. Denn wird das Resultat der Umkeh-
rung zum Kriterium dafiir daf$ die Reihe wirklich umgekehrt
wurde, & driicken wir dies so aus, dafs wir es einer idealen
Maschine nachtun, so mufS diese Maschine unfehlbar dies Resul-

tat erzeugen.
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Kann man nun sagen: dafi die Begriffe, die die Math.
schafft, eine Bequemlichkeit sind, dafi es, wesentlich auch, ohne

sie ginge?

Zuvorderst driickt die Annahme dieser Begriffe die sichere Er-

wartung gewisser Erfahrungen aus.

Wir nehmen es z.B. nicht hin, daf8 eine Multiplikation nicht jedes-

mal das gleiche Resultat ergibt.

Und was wir mit Sicherheit erwarten, ist fiir unser ganzes

Leben wesentlich.

Warum soll ich aber dann nicht sagen, dafd die math. Séat-
ze eben jene bestimmten Erwartungen, d.h. also Erfahrungen
ausdriicken? Nur weil sie es eben nicht tun. Die Annahme ei-
nes Begriffes ist eine MafSregel die ich vielleicht nicht ergreifen
wiirde, wenn ich nicht das Eintreten gewisser Tatsachen mit
Bestimmtheit erwartete; aber darum ist die Festsetzung dieses
Mafles nicht dquivalent mit dem Aussprechen der Erwartun-

gen.

255


file:///ms-125/#77r.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/77r.webp
file:///ms-125/#77r.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/77r.webp
file:///ms-125/#77v.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/77v.webp
file:///ms-125/#77v.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/77v.webp
file:///ms-125/#77v.3+78r.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/77v.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-125/78r.webp

Es ist schwer den Tatsachenkorper auf die richtige Flache
zu stellen: das Gegebene als gegeben zu betrachten. Es ist
schwer den Korper anders aufzustellen als man gewohnt ist,
ihn zu sehen. Ein Tisch in einer Rumpelkammer mag immer
auf der Tischplatte liegen, aus Griinden der Raumersparnis,
etwa So habe ich den Tatsachenkorper immer so aufgestellt ge-
sehen, aus mancherlei Griinden; & nun soll ich etwas anderes
als seinen Anfang & etwas anderes als sein Ende ansehen. Das
ist schwer. Er will gleichsam nicht so stehen, es sei denn dafs
man ihn in dieser Lage durch andere Vorrichtungen unter-

stiitzt.

o
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Es ist eines eine mathem. Technik zu gebrauchen, die dar-
in besteht, den Widerspruch zu vermeiden, & ein anderes ge-
gen den Widerspruch in der Mathematik tiberhaupt zu philo-

sophieren.

Der Widerspruch. Warum grad dieses eine Gespenst? Das
ist doch sehr verdachtig.
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Warum sollte eine Rechnung zu einem praktischen Zweck an-
gestellt die einen Widerspruch ergibt mir nicht sagen: “Tu wie

Dir’s beliebt, ich die Rechnung entscheide dariiber nicht.”?

Der Widerspruch konnte als Wink der Gotter aufgefafit

werden, daf$ ich handeln soll & nicht tiberlegen.
04.03.1944

“Warum soll es in der Mathematik keinen Widerspruch geben
diirfen?” — Nun, warum darf es in unsern einfachen Sprach-
spielen keinen geben? (Da besteht doch gewifs ein Zusammen-
hang.) Ist das also ein Grundgesetz, das alle denkbaren

Sprachspiele beherrscht?

Angenommen ein Widerspruch in einem Befehl z.B. bewirkt
Staunen & Unentschlossenheit — & nun sagen wir: das eben ist

der Zweck des Widerspruchs in diesem Sprachspiel.

Einer kommt zu Leuten & sagt: “Ich liige immer”. Sie ant-
worten: “Nun, dann konnen wir dir trauen!”. — Aber konnte er
meinen, was er sagte? Und warum nicht? Gibt es nicht ein Ge-
fithl, man sei unfahig etwas wirklich Wahres zu sagen; sei es

was immer. —

“Ich liige immer!” — Nun, & wie war’s mit diesem Satz? — “Der

'II

war auch gelogen!” — Aber dann liigst du also nicht immer! -
“Doch, alles ist gelogen!” Wir wiirden vielleicht von diesem
Menschen sagen, er meint mit “wahr” & mit “liigen” nicht das-
selbe was wir meinen. Er meine etwa, alles, was er sage,

flimmere; oder nichts komme wirklich vom Herzen.
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Man kénnte auch sagen: sein “ich liige immer” war eigentlich

keine Behauptung. Eher war es ein Ausruf.

Man kann also sagen: “Wenn er jenen Satz nicht ohne Gedan-
ken aussprach, — so mufite er die Worte so & so meinen, er
konnte sie nicht auf die gewthnliche Weise meinen”? ausspre-

chen”?

Warum sollte man den Russellschen Widerspruch nicht
als etwas Uberpropositionales auffassen, etwas das iiber den
Satzen thront & nach beiden Seiten (wie ein Januskopf) schaut.
N.B.: der Satz F(F) — in welchem F(¢) = ~Z(¢) — enthalt keine
Variablen & konnte also als etwas Uberlogisches, als etwas Un-
angreifbares, dessen Verneinung nur wieder es selber aussagt,
gelten. Ja konnte man nicht sogar die Logik mit diesem Wider-
spruch anfangen? Und von ihm gleichsam zu den Sétzen nie-

dersteigen.

Der sich selbst widersprechende Satz stiinde wie ein Denkmal

(mit einem Januskopf) iiber den Satzen der Logik.

@B Nicht das ist ein Ungliick, einen Widerspruch zu erzeu-
gen in der Region, in der weder der widerspruchsfreie noch
der widerspruchsvolle Satz eine Arbeit zu leisten hat; wohl
aber das, nicht zu wissen, wo man in diese Region eingetreten

ist wo der Widerspruch nicht mehr schadet.
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Es ist natiirlich klar, da3 der Mathematiker, insofern er
wirklich ‘ein Spiel spielt’ keine Schliisse zieht. Denn ‘spielen’
muf3 hier heiflen: in Ubereinstimmung mit gewissen Regeln
handeln. Und schon das wére ein Heraustreten aus dem bloflen
Spiel; wenn er den Schlufs zoge, daf3 er hier der allgemeinen

Regel gemif3 so handeln diirfe.
28.10.1942
Rechnet die Rechenmaschine?

Denk Dir, eine Rechenmaschine ware durch Zufall entstanden;
& nun driickt Einer durch Zufall auf ihre Knopfe (oder ein Tier
lauft tiber sie) & sie rechnet das Produkt 25 x 20. —

Ich will sagen: Es ist der Mathematik wesentlich, dafd ihre
Zeichen auch im Zivil gebraucht werden. Es ist der Gebrauch
auflerhalb der Mathematik, also die Bedeutung der Zeichen, was

das Zeichenspiel zur Mathematik macht.

So, wie es ja auch kein logischer Schlufs ist, wenn ich ein
Gebilde in ein anderes transformiere (eine Anordnung von
Stiihlen etwa in eine andere) wenn diese Anordnungen nicht
auflerhalb dieser Transformation einen sprachlichen Gebrauch
haben.
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Aber ist nicht das wahr, dafs Einer, der keine Ahnung von
der Bedeutung der Russellschen Zeichen hitte, R’s Beweise
nachrechnen konnte? Und also in einem wichtigen Sinne priifen

konnte ob sie richtig seien oder falsch?
29.10.1942

Man konnte eine menschliche Rechenmaschine so abrichten,
dafs sie, wenn ihr die Schlufiregeln gezeigt & etwa an Beispie-
len vorgefiihrt wurden, die Beweise eines mathem. Systems
(etwa des R’schen) durchliest & nach jedem richtig gezogenen
Schlufs mit dem Kopf nickt bei einem Fehler aber den Kopf
schiittelt & zu rechnen aufhort. Dieses Wesen kénnte man sich

im {ibrigen vollkommen idiotisch vorstellen.

Einen Beweis nennen wir etwas, was sich nachrechnen, aber

auch kopieren lafst.

Wenn die Math. ein Spiel ist, dann ist ein Spiel spielen

Mathematik treiben, & warum dann nicht auch: Tanzen?

Denke Dir, dafs Rechenmaschinen in der Natur vorkdmen, ihre
Gehduse aber fiir die Menschen undurchdringlich (wéren).
Und diese Menschen beniitzten nun diese Vorrichtungen etwa
wie wir das Rechnen, wovon sie aber gar nichts wissen. Sie
machen also etwa Vorhersagungen mit Hilfe der Rechenma-
schinen, aber fiir sie ist das Handhaben dieser seltsamen

Gegenstidnde ein Experimentieren.

30.10.1942
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Diesen Leuten fehlen Begriffe, die wir haben; aber wodurch

ersetzen sie diese?

Denke an den Mechanismus dessen Bewegung wir als geome-
trischen (kinematischen) Beweis ansahen: Das ist klar, das nor-
malerweise von Einem der das Rad umtreibt nicht gesagt wiir-
de, er beweist etwas. Ist es nicht ebenso mit dem, der zum Spiel
Zeichen aneinander reiht & diese Reihen verdndert; auch wenn,

was er hervorbringt als Beweis angesehen werden konnte?

Zu sagen, die Math. sei ein Spiel, soll heiffen: wir brauchen
beim Beweisen nirgends an die Bedeutung der Zeichen appel-
lieren, also an ihre aufSermathematische Anwendung. Aber was
heifit es denn tiberhaupt, an diese appellieren? Wie kann so ein

Appell etwas fruchten?

Heifdst das, aus der Mathematik heraustreten & wieder in sie
zuriickkehren, oder heifst es aus einer math. SchlufSweise in eine

andre treten?

Was heifit es, einen neuen Begriff von der Oberfliche einer
Kugel gewinnen? In wiefern ist das dann ein Begriff von der
Oberfldche einer Kugel? Doch nur insofern er sich auf wirkliche

Kugeln anwenden lafst.

Wieweit mufl man einen Begriff vom ‘Satz’ haben, um die

R’sche mathem. Logik zu verstehen?
01.11.1942

Wenn die intendierte Anwendung der Math. wesentlich ist, wie

steht es da mit Teilen der Mathematik, deren Anwendung — we-
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nigstens das, was Mathematiker fiir eine Anwendung hielten, —
ganzlich phantastisch ist. So dafs man, wie in der Mengenlehre,
einen Zweig der Math. treibt, von dessen Anwendung man sich
einen ganz falschen Begriff macht. Treibt man nun nicht doch
Mathematik?

02.11.1942

Wenn die arithm. Operationen lediglich zur Konstruktion einer
Chiffre dienten wére ihre Verwendung natiirlich grundlegend
von der unsern verschieden. Wéren diese Operationen dann

aber tiberhaupt mathematische Operationen?

Kann man von Dem, der eine Regel des Entzifferns anwendet,
sagen, er vollziehe mathem. Operationen? Und doch lassen
sich seine Transformationen so auffassen. Denn er kénnte doch
sagen, er berechne, was bei der Entzifferung des Zeichens ...
nach der und der Regel herauskommen miisse. Und der Satz:
dafs die Zeichen ... dieser Regel gemafs entziffert ... ergeben ist
ein mathematischer. Sowie auch der Satz: daff man beim

Schachspiel von dieser Stellung zu jener kommen kann.

Denke Dir die Geometrie des vierdimensionalen Raums zu
dem Zweck betrieben, die Lebensbedingungen der Geister ken-
nen zu lernen. Ist sie darum nicht Mathematik? Und kann ich

nun sagen sie bestimme Begriffe?
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Wire es nicht seltsam von einem Kinde zu sagen, es konne be-
reits tausende & tausende von Multiplikationen machen — wo-
mit (ndmlich) gemeint sein soll, es konne bereits im unbe-
grenzten Zahlenraum rechnen. Und zwar kénnte das noch als
eine duflerst bescheidene Ausdrucksweise gelten, da er (ja) nur

‘tausende & tausende’ statt ‘unendlich viele” sagt.

Kénnte man sich Menschen denken, die im gewdéhnlichen Le-
ben etwa nur bis 1000 rechnen & die Rechnungen mit htheren
Zahlen mathem. Untersuchungen iiber die Geisterwelt

vorbehalten haben.

“Ob das nun von einer wirklichen Kugelfliche gilt — von der ma-
thematischen gilt es” — das erweckt den Anschein, als unter-
schiede sich der mathem. Satz von einem Erfahrungssatz be-
sonders darin, daff wo die Wahrheit des Erfahrungssatzes
schwankend & ungeféhr ist, der mathem. Satz sein Objekt exakt
& unbedingt wahr beschreibt. Als wire eben die ‘mathem. Ku-
gel” eine Kugel. Und man konnte sich etwa fragen ob es nur eine
solche Kugel, oder ob es mehrere gebe (eine Fregesche Frage-

stellung).

Tut ein Mifiverstdandnis, die mogliche Anwendung betreffend,

der Rechnung als einem Teil der Mathematik Eintrag?

Und abgesehen von einem Mifiverstdndnis, — wie ist es mit der
blofien Unklarheit?

263


file:///ms-126/#41.3+42.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/41.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/42.webp
file:///ms-126/#42.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/42.webp
file:///ms-126/#45.3+46.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/45.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/46.webp
file:///ms-126/#46.2+47.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/46.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/47.webp
file:///ms-126/#47.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/47.webp

Wer glaubt, die Mathematiker haben ein seltsames Wesen, die
—1, entdeckt, die quadriert nun doch — 1 ergebe, kann der nicht
doch ganz gut mit komplexen Zahlen rechnen & solche Rech-
nungen in der Physik anwenden? Und sind’s darum weniger
Rechnungen? In einer Beziehung steht freilich sein Verstdndnis
auf schwachen Fiifien; aber er wird mit Sicherheit seine

Schliisse ziehen, & sein, Kalkiil wird auf festen Fiiflen stehen.

Wire es nun nicht lacherlich, zu sagen, dieser triebe nicht Ma-
thematik?

Es erweitert Einer die Math., gibt neue Definitionen & findet
neue Lehrsédtze — — & in gewisser Beziehung kann man sagen, er
wisse nicht was er tut. — Er hat eine vage Vorstellung, etwas ent-
deckt zu haben wie einen Raum (wobei er an ein Zimmer
denkt), ein Reich erschlossen zu haben, & wiirde, dariber

gefragt, viel Unsinn reden.

Denken wir uns den primitiven Fall, dafd Einer ungeheure Mul-
tiplikationen ausfiihrte um wie er sagt: dadurch neue riesige

Provinzen des Zahlenreichs zu gewinnen.

Denk Dir das Rechnen mit der —1 wire von einem Narren er-
funden worden, der blof$ vom Paradoxen der Idee angezogen
die Rechnung als eine Art Gottesdienst des Absurden treibt. Er
bildet sich ein das Unmdogliche aufzuschreiben & mit ihm zu

operieren.
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Mit andern Worten: Wer an die mathematischen Gegenstinde
glaubt & ihre seltsamen Eigenschaften, — kann der nicht doch
Mathematik betreiben? Oder: — treibt der nicht auch Mathema-
tik?

05.11.1942

‘Idealer Gegenstand’. “Das Zeichen ‘a’ bezeichnet einen idealen
Gegenstand” soll offenbar etwas iiber die Bedeutung, also den
Gebrauch von ‘a” aussagen. Und es heifst natiirlich, dafy dieser
Gebrauch in gewisser Beziehung &dhnlich ist dem eines Zei-
chens, das einen Gegenstand hat, & daf} es (aber) keinen Ge-
genstand bezeichnet. Es ist aber interessant, was der Ausdruck

‘idealer Gegenstand” aus diesem Faktum macht.

B Man konnte unter Umstinden von einer endlosen Kugel-
reihe reden. — Denken wir uns eine solche gerade endlose Reihe
von Kugeln in gleichen Abstinden & wir berechnen die Kraft,
die alle diese Kugeln nach einem bestimmten Attraktionsgesetz
auf einen bestimmten Korper ausiiben. Die Zahl, die diese
Rechnung liefert, betrachten wir als das Ideal der Genauigkeit

fiir gewisse Messungen.

Das Gefiihl des Seltsamen kommt hier von einem Mif3verstand-
nis. Der Art von MifSverstindnis, die ein Daumenfangen des

Verstandes erzeugt- — dem ich Einhalt gebieten will.

Der Einwand, daf3 ‘“das Endliche nicht das Unendliche erfassen
kann” richtet sich eigentlich gegen die Idee eines psychologi-

schen Akts des Erfassens oder Verstehens.
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Oder denke Dir, wir sagen einfach: “Diese Kraft entspricht der
Anziehung einer endlosen Kugelreihe die so & so angeordnet
sind & den Korper nach diesem Attraktionsgesetz anziehen”.
Oder wieder: “Berechne die Kraft die eine endlose Kugelreihe,
von der & der Beschaffenheit, auf einen Korper austibt!” — Die-
ser Befehl hat doch gewif$ Sinn. Eine bestimmte Rechnung ist

beschrieben.

Wie wire es mit dieser Aufgabe: “Berechne das Gewicht einer
Saule von sovielen aufeinander liegenden Platten, als es Kardi-
nalzahlen gibt; die unterste Platte wiegt 1 kg jede hohere

immer die Halfte der vorhergehenden.”

Die Schwierigkeit ist nicht die, dafl wir uns keine Vorstellung
machen kénnen. Es ist leicht genug sich irgend eine Vorstellung
einer unendlichen Reihe, z.B., zu machen. Es fragt sich: was

niitzt uns die Vorstellung.

Denke Dir unendliche Zahlen in: einem Maérchen gebraucht.
Die Zwerge haben soviele Goldstiicke aufeinander gelegt, als es
Kardinalzahlen gibt — etc. Was in einem Marchen vorkommen

kann, muf$ doch Sinn haben. -

Denke Dir die Mengenlehre wire als eine Art Parodie der
Mathematik von einem Satiriker erfunden worden. — Spiter
hétte man dann einen Nutzen in ihr gesehen & sie in die Ma-
thematik einbezogen. (Denn wenn der eine sie als das Paradies
der Mathematiker ansehen kann, warum nicht ein andrer als

einen Scherz?)
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Die Frage ist: ist sie nun als Scherz nicht auch offenbar
Mathematik? —

Und warum ist sie offenbar Mathematik? — Weil sie ein

Zeichenspiel nach Regeln ist?

Werden hier nicht doch offenbar Begriffe gebildet, — auch wenn
man sich tiber deren Anwendung nicht im Klaren ist? Aber wie
kann man einen Begriff haben & sich tiber seine Anwendung

nicht im Klaren sein?
BB 06.11.1942

Nimm die Konstruktion des Kraftepolygons: ist das nicht ein
Stiick angewandte Mathematik? & wo ist der Satz der reinen
Mathematik der bei dieser graphischen Berechnung zu Hiilfe
genommen wird? Ist dies nicht ein Fall wie der des Stammes,
welcher eine rechnerische Technik zum Zweck gewisser Vor-

hersagungen hat, aber keine Sitze der reinen Mathematik?

Die Rechnung die zur Ausfiihrung einer Zeremonie dient. Es
werde z.B. nach einer bestimmten Technik aus dem Alter des
Vaters & der Mutter & der Anzahl ihrer Kinder die Anzahl der
Worte einer Segensformel abgeleitet die auf das Haus der Fami-
lie anzuwenden ist. In einem Gesetz wie dem Mosaischen
kéonnte man sich Rechenvorgiange beschrieben denken. Und
konnte man sich nicht denken, daf3 das Volk das diese zeremo-
niellen Rechenvorschriften besitzt im praktischen Leben nie
rechnet?

Dies wére zwar ein angewandtes Rechnen, aber es wiirde nicht

dem Zweck einer Vorhersage dienen.
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07.11.1942

Waire es ein Wunder wenn die Technik des Rechnens eine

Familie von Anwendungen hétte?!
€} 08.11.1942

Wie seltsam die Frage ist ob in der unendlichen Entwicklung
von 7t die Figur ¢ (eine gewisse Anordnung von Ziffern, z.B.
770”) vorkommen wird, sieht man erst wenn man die Frage in
einer ganz hausbackenen Weise zu stellen versucht: Menschen
sind darauf abgerichtet worden nach gewissen Regeln Zeichen
zu setzen. Sie verfahren nun dieser Abrichtung gemafs & wir
sagen es sei ein Problem, ob sie der gegebenen Regel folgend je-

mals die Figur ¢ anschreiben werden.

Was aber sagt der, der, wie Weyl, sagt, eines sei klar: man
werde oder werde nicht, in der endlosen Entwicklung auf ¢

kommen?

Mir scheint, wer dies sagt, stellt schon selbst eine Regel, oder

ein Postulat auf.

Wie, wenn man auf eine Frage hin erwiderte: ‘Auf diese Frage

gibt es bis jetzt noch keine Antwort’?

So konnte etwa der Dichter antworten der gefragt wird ob der
Held seiner Dichtung eine Schwester hat oder nicht — wenn er

namlich noch nichts dartiber entschieden hat.
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Die Frage — will ich sagen — verdndert ihren Status, wenn sie
entscheidbar wird. Denn ein Zusammenhang wird dann

gemacht, der friiher nicht da war.

Man kann von dem Abgerichteten fragen: ‘wie wird er die Regel
fiir diesen Fall deuten?’, oder auch ‘wie soll er die Regel fiir die-
sen Fall deuten’. Wie aber, wenn tiber diese Frage keine Ent-
scheidung getroffen wurde? — Nun, dann ist die Antwort nicht:
‘er soll sie so deuten, daf8 ¢ in der Entwicklung vorkommt’
oder: ‘er soll sie so deuten dafs es nicht vorkommt’, sondern:

‘daruber ist noch nichts entschieden’.

So seltsam es klingt: Die Weiterentwicklung einer irrationalen

Zahl ist eine Weiterentwicklung der Mathematik.

Wir mathematisieren mit den Begriffen. — Und mit gewissen

Begriffen mehr als mit andern.
10.11.1942

Ich will sagen: Es scheint, als ob ein Entscheidungsgrund be-

reits vorlage; & er mufs erst erfunden werden.

Kéme das darauf hinaus, zu sagen: Man benutzt beim Reden
iiber die gelernte Technik des Entwickelns das falsche Bild
einer vollendeten Entwicklung (dessen, was man fiir gewthn-
lich ‘Reihe’” nennt) & wird dadurch gezwungen unbeantwort-

bare Fragen zu stellen.

Denn schliefSlich miifste sich doch jede Frage tiber die Entwick-
lung von 2 auf eine praktische Frage, die Technik des

Entwickelns betreffend, bringen lassen.
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Und es handelt sich hier natiirlich nicht nur um den Fall der
Entwicklung einer reellen Zahl oder tiberhaupt die Erzeugung
mathematischer Zeichen, sondern um jeden analogen Vorgang,

er sei ein Spiel, ein Tanz, etc. etc.

Wenn Einer den Satz vom ausgeschlossenen Dritten uns
als grofste Wahrheit vorhilt, so ist klar, daff mit seiner Frage

etwas nicht in Ordnung ist.

Wenn einer den Satz vom ausgeschlossenen Dritten aufstellt so
legt er uns gleichsam zwei Bilder zur Auswahl vor & sagt, eins
miisse der Tatsache entsprechen. Wie aber, wenn es fraglich ist,

ob sich die Bilder hier anwenden lassen?

Und wer von der endlosen Entwicklung sagt sie miisse die Fi-
gur ¢ enthalten oder sie nicht enthalten zeigt uns sozusagen

das Bild einer in die Ferne verlaufenden uniibersehbaren Reihe.
Wie aber, wenn das Bild in weiter Ferne zu flimmern anfinge?

Von einer unendlichen Reihe zu sagen, sie enthielte eine
bestimmte Figur nicht, hat nur unter ganz gewissen

Bedingungen Sinn.
11.11.1942
D.h.: man hat diesem Satz fiir gewisse Fille Sinn gegeben.

Ungefdhr den: Es ist im Gesetz dieser Reihe, keine Figur ... zu
enthalten. Ferner, man konnte sagen: Wie ... Ferner: (So) wie
ich die Entwicklung weiterrechne, errechne ich etwas neues

iiber das Gesetz der Reihe.
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“Nun gut, — so konnen wir sagen: ‘Es mufl entweder im Gesetz
der Reihe liegen, daff die Figur vorkommt, oder das
Gegenteil’.” Aber ist das so? — “Nun, determiniert das Entwick-
lungsgesetz die Reihe denn nicht vollkommen? Und wenn es
das tut, keine Zweideutigkeiten 1dfit, dann muf§ es, implicite,
alle Eigenschaften der Reihe bestimmen.” — Du denkst da an

die endlichen Reihen.

‘Aber es sind doch alle Glieder der Reihe vom 1sten bis zum
1000sten, bis zum 10°-ten, u.s.f., bestimmt; also sind doch alle
Glieder bestimmt.” Das ist richtig, wenn es heifien soll es sei
nicht (etwa) das so-&-so-vielte nicht bestimmt. Aber Du siehst
ja, dafd das Dir keinen Aufschlufs dariiber gibt, ob eine Figur in
der Reihe erscheinen wird (wenn sie so weit nicht erschienen

ist). Wir sehen also, daf3 wir ein irrefithrendes Bild gebrauchen.

Willst Du mehr tiber die Reihe wissen, so muf$t Du, so zu sa-
gen, in eine andere Dimension (gleichsam wie aus der Linie in
die Ebene) gehen. — Aber ist denn nicht die Ebene da, wie die
Linie, & nur zu erforschen, wenn man wissen will, wie es sich

verhalt?

Nein, die Mathematik dieser weitern Dimension mufs so gut

erfunden werden, wie jede Mathematik.

In einer Arithmetik, in der man nicht weiter als 5 zdhlt, hat die
Frage, wieviel 4 + 3 ist noch keinen Sinn. Wohl aber kann das
Problem existieren, dieser Frage einen Sinn zu geben. D.h.: die
Frage hat so wenig Sinn, wie der Satz vom ausgeschlossenen

Dritten, auf sie angewendet.
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Man meint in dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten
schon etwas Festes zu haben, was jedenfalls nicht in Zweifel zu
ziehen ist. Wahrend in Wahrheit der Sinn dieser Tautologie
(wenn man so sagen darf) ebenso schwankend ist wie der der

Frage, ob p oder ~p der Fall ist.
12.11.1942

Denke, ich fragte: Was meint man damit “die Figur ... kommt
in dieser Entwickelung vor?”. So wird man antworten: “Du
weif$t doch was das heifst. Sie kommt vor, wie die Figur ... in der
Entwicklung ... tatsdchlich vorkommt.” — Wohl; aber wie kann
ich diese Analogie nun gebrauchen? Denn ich verstehe wohl,
wenn man mir nun sagt: “Kommt die Figur 159 in den ersten
100 Stellen von \/2 vor, wie sie in den ersten 10 Stellen von 7t
vorkommt?” Denke Dir, man sagte: “Entweder sie kommt so

vor, oder sie kommt nicht so vor”!

‘Aber verstehst Du denn wirklich nicht, was gemeint ist?!" —

Aber kann ich nicht glauben, ich verstehe es & mich irren? —

Wie weifs ich denn, was es heifst: die Figur ... komme in der
Entwicklung vor? Doch durch Beispiele — die mir zeigen, wie
das ist, wenn ... Diese Beispiele zeigen mir aber nicht, wie es ist,

wenn die Figur in der Entwickelung nicht vorkommt!

Koénnte man nicht sagen: wenn ich wirklich ein Recht hitte zu
sagen, diese Beispiele lehren mich, wie es ist wenn die Figur in
der Entwicklung vorkommt, so miifiten sie mir auch zeigen,

was das Gegenteil des Satzes bedeutet.
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Der allgemeine Satz die Figur kommt in der Entwicklung

nicht vor kann nur ein Gebot sein.

Wie wenn man die math. Sitze als Gebote ansieht & sie auch
als solche ausspricht? “25? gebe 625!” Nun — ein Gebot hat eine

innere & eine dufiere Verneinung.

Die Symbole “(x).¢px” & “(3Ix).¢px” sind wohl niitzlich in der
Math., wenn man im tibrigen die Technik der Beweise der Exis-
tenz oder Nicht-Existenz kennt auf den sich die Russellschen
Zeichen hier beziehen. Wird dies aber offen gelassen so sind

diese Begriffe der alten Logik dufserst irrefithrend.

Wenn Einer sagt: “aber Du weifit doch was ‘die Figur kommt in
der Entwicklung vor” bedeutet, namlich das” — & zeigt auf
einen Fall des Vorkommens, — so kann ich nur erwidern, daf
was er mir zeigt verschiedene Fakten illustrieren kann. Man
kann daher nicht sagen ich wisse was der Satz heifdt, weil ich

weifs, daf$ er ihn in diesem Fall gewiff anwenden wird.

Das Gegenteil von “es besteht ein Gesetz, dafd p” ist nicht: “es
besteht ein Gesetz, dafs ~p”. Driickt man aber das erste durch P,
das zweite durch ~P aus, so wird man in Schwierigkeiten gera-

ten.
13.11.1942

Wie, wenn den Kindern beigebracht wird, die Erde sei eine un-
endliche Ebene; oder Gott habe eine unendliche Reihe von Ster-
nen geschaffen; oder ein Stern fliege in einer geraden Linie
gleichférmig immer weiter & weiter ohne je aufzuhoren. Selt-

sam: wenn man so etwas als selbstverstandlich, gleichsam ganz
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ruhig, aufnimmt, so verliert es alles Paradoxe. Es ist als sagte
mir jemand: Beruhige Dich, diese Reihe, oder Bewegung, lauft
fort & fort ohne je aufzuhoren. Wir sind sozusagen der Miihe

tiberhoben (je) an ein Ende zu denken.

‘Wir werden ein Ende nicht in Betracht ziehen’. (We won't

bother about an end.)
Man konnte auch sagen: ‘fiir uns ist die Reihe endlos’.

‘Wir werden uns um ein Ende der Reihe nicht bekiimmern; fiir

uns ist es immer unabsehbar.”
14.11.1942

Nicht ‘abzédhlbar’ sollte es heiffen — von den rationalen Zahlen
etwa — sondern ‘abzdhlfdhig’. Man kann die rationalen Zahlen
nicht abzihlen, weil man sie nicht zdhlen kann, aber man kann
mittels der rationalen Zahlen zdhlen — so, wie mit den Kardina-
l1zahlen. Die schiefe Ausdrucksweise gehort mit zu dem ganzen
System der Vorspiegelung, dafs wir mit dem neuen Apparat die
unendlichen Mengen mit der selben Sicherheit behandeln, wie

bis dahin nur die endlichen.
08.12.1942

“Abzédhlbar” diirfte es nicht heiflen, dagegen hétte es Sinn zu
sagen “numerierbar”. Und dieser Ausdruck ldfit auch die An-
wendung des Begriffs erkennen. Denn man kann zwar die rati-
onalen Zahlen nicht abzdhlen wollen, wohl aber kann man

ihnen Nummern zulegen wollen.
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15.11.1942

Aber wo ist hier das Problem? Warum soll ich nicht sagen, was
wir Mathematik nennen sei eine Familie von Tatigkeiten zu
einer Familie von Zwecken. Die Menschen kénnten z.B. Rech-
nungen zum Zweck einer Art von Wettrennen gebrauchen. Wie
Kinder ja wirklich manchmal um die Wette rechnen; nur dafs

diese Verwendung bei uns keine grofse Rolle spielt.

Oder das Multiplizieren kdnnte uns viel schwerer fallen, als es
tut — wenn wir z.B. nur miindlich rechneten, & um uns eine
Multiplikation zu merken, sie also zu erfassen, wire es nétig sie
in die Form eines gereimten Gedichts zu bringen. Wire dies
dann einem Menschen gelungen, so hitte er das Gefiihl, eine
grofse, wunderbare Wahrheit gefunden zu haben. Es wire so-
zusagen fiir jede neue Multiplikation eine neue individuelle

Arbeit notig.

Wenn diese Leute nun glaubten, die Zahlen wéren Geister &
durch ihre Rechnungen erforschten sie das Geisterreich, oder
zwéngen die Geister, sich zu offenbaren — wiére dies nun Arith-
metik? Oder — wére es auch dann Arithmetik, wenn diese Men-

schen die Rechnungen zu nichts anderm gebrauchten?

Der Vergleich mit der Alchemie liegt nahe. Man konnte

von einer Alchemie in der Mathematik reden.

Charakterisiert schon das die mathem. Alchimie, dafd die ma-
them. Sdtze als Aussagen iiber mathem. Gegenstdnde betrach-
tet werden, — also die Math. als die Erforschung dieser Gegen-

stande?
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In einem gewissen Sinn kann man in der Math. darum nicht an
die Bedeutung der Zeichen appellieren, weil die Math. ihnen

erst die Bedeutung gibt.

Es ist das Typische der Erscheinung von welcher ich rede, dafs
das Mysteridse an irgend einem mathem. Begriff nicht sofort als
irrige Auffassung, als Fehlbegriff, gedeutet wird; sondern als
etwas, was jedenfalls nicht zu verachten, vielleicht sogar eher

zu respektieren ist.

Alles was ich machen kann ist einen leichten Weg aus dieser

Unklarheit & dem Glitzern der Begriffe zeigen.

Man kann seltsamerweise sagen, dafs an allen diesen glanzen-
den Begriffsbildungen ein sozusagen solider Kern ist. Und ich
mochte sagen, daf3 der es ist der sie zu mathem. Produkten

macht.

Man konnte sagen: Was Du siehst schaut freilich mehr wie eine
glanzende Lufterscheinung aus; aber sieh sie von einem andern
Winkel an & Du siehst (einen) soliden Korper, der nur von

jener Richtung aus gesehen glanzt & unkérperlich aussieht.

‘Die Figur ist in der Reihe, oder sie ist nicht in der Reihe’
heifst: entweder schaut die Sache so aus oder sie schaut nicht so

aus.
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Wie weifs man, was das Gegenteil des Satzes “¢ kommt in der
Reihe vor”, oder auch des Satzes “¢ kommt nicht in der Reihe
vor” bedeutet? Diese Frage klingt unsinnig, hat aber doch einen
Sinn. Namlich: wie weifs ich, dafs ich den Satz, “¢ kommt in der
Reihe vor”, verstehe. Es ist wahr, ich kann Beispiele geben fiir
das Vorkommen & Nicht-Vorkommen. Und sie sind Beispiele
dafiir, dafs es eine Regel gibt, die das Vorkommen in einer be-
stimmten Zone, oder einer Reihe von Zonen, vorschreibt, oder

bestimmt daf8 dies Vorkommen ausgeschlossen ist.

Wenn “Du tust es” heifdt: Du muf$t es tun, & “Du tust es nicht”
heifst: Du darfst es nicht tun — dann ist “Du tust es, oder Du

tust es nicht” nicht der Satz vom ausgeschlossenen Dritten.

Jeder fiihlt sich ungemiitlich bei dem Gedanken, ein Satz sage
aus, in der endlosen Reihe komme das & das nicht vor — dage-
gen hat es gar nichts Befremdliches ein Befehl sage in dieser
Reihe diirfe, soweit sie auch fortgesetzt werde, das nicht vor-

kommen.

Woher aber dieser Unterschied zwischen: “soweit Du auch
gehst, wirst Du das nie finden” — & “soweit Du auch gehst

darfst Du das nie tun”?

Auf jenen Satz kann man fragen: “wie kann man so etwas

wissen”, aber nichts Analoges gilt vom Befehl.

Die Aussage scheint sich zu {ibernehmen, der Befehl aber gar
nicht.

Kann man sich denken, dafs alle mathematischen Satze im Im-

perativ ausgesprochen wiirden? Z.B.: “10 x 10 sei 100”.
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Und wer nun sagt: “Es sei so, oder es sei nicht so”, der spricht
nicht den Satz vom ausgeschlossenen Dritten aus, — sondern

eine Regel. (Wie ich es schon weiter oben einmal gesagt habe.)
17.11.1942

Aber ist das wirklich ein Ausweg aus der Schwierigkeit? Denn
wie verhilt es sich dann mit allen anderen mathem. Sitzen,
sagen wir 252 = 625, gilt fiir diese nicht der Satz vom

ausgeschlossenen Dritten innerhalb der Mathematik?

Wie wendet man denn den Satz vom ausgeschlossenen Dritten

an?
18.11.1942

“Es gibt entweder eine Regel die es gebietet, oder eine, die es

verbietet”.

Angenommen, es gibt keine Regel die das Vorkommen verbie-

tet, — warum soll es dann eine geben, die es gebietet?

Hat es Sinn zu sagen: “Es gibt zwar keine Regel die das Vor-
kommen verbietet, die Figur kommt aber tatsdchlich doch nicht
vor”? — Und wenn das nun keinen Sinn hat — wie kann das Ge-

genteil davon Sinn haben, ndmlich, die Figur komme vor?

Nun, wenn ich sage, sie kommt vor, schwebt mir das Bild der
Reihe vor, von ihrem Anfang bis zu jener Figur — wenn ich aber
sage die Figur komme nicht vor, so niitzt mir kein solches Bild
der Reihe.
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Wie, wenn die Regel sich beim Gebrauch unmerklich biegen
wiirde? Ich meine so, dafl ich von verschiedenen Riumen

sprechen kénnte, in denen ich sie gebrauche.

Das Gegenteil von “es darf nicht vorkommen” heifst “es darf
vorkommen”. Fiir ein endliches Stiick der Reihe aber scheint das
Gegenteil von “es darf in ihm nicht vorkommen” zu sein: “es

muf§ darin vorkommen”.
19.11.1942

Das Seltsame in der Alternative “¢ kommt in der unendlichen
Reihe vor, oder es kommt nicht vor” ist, dafd wir uns die beiden
Moglichkeiten einzeln vorstellen miissen, dafl wir nach einer
Vorstellung fiir jedes besonders suchen, & dafs nicht wie sonst

eine fiir den negativen & fiir den positiven Fall zureicht.

Wie weif ich, daf$ der allgemeine Satz “Es gibt ...” hier
Sinn hat? Nun, wenn er zu einer Mitteilung {iber die Technik

des Entwickelns in einem Sprachspiel verwendet werden kann.
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Eine Mitteilung heifst: “es darf nicht vorkommen” — d.h.: wenn
es vorkommt, hast Du falsch gerechnet. Eine heifst: “es darf vor-
kommen”, d.h., es existiert so ein Verbot nicht. Eine: “es mufs in
der & der Region (an diesen Stellen, immer in diesen Regio-
nen) vorkommen”. Das Gegenteil davon aber scheint zu sein:
“es darf dort & dort nicht vorkommen”- statt “es muf§ dort
nicht vorkommen”. Wie aber, wenn man die Regel gébe, daf3,
z.B., iiberall, wo die Bildungsregel von m 4 ergibt, statt der 4
auch eine beliebige andere Ziffer gesetzt werden kann. Zieh
auch die Regel in Betracht die an gewissen Stellen eine Ziffer

verbietet, aber im {ibrigen die Wahl offen 1af3t.
20.11.1942

Ist es nicht so? Die Begriffe in den mathematischen Sitzen von
den unendlichen Dezimalbriichen sind nicht Begriffe von Rei-
hen, sondern von der unbegrenzten Technik des Entwickelns

von Reihen.

Wir lernen eine endlose Technik: D.h., es wird uns etwas vorge-
macht, wir machen es nach; es werden uns Regeln gesagt & wir
machen Ubungen in ihrer Befolgung, es wird dabei vielleicht
auch ein Ausdruck wie “u.s.f. ad inf.” gebraucht, aber damit ist

nicht von irgend einer riesigen Ausdehnung die Rede.

Das sind die Fakten. Und was heifst es nun: “¢ kommt entweder

in der Entwickelung vor, oder es kommt nicht vor”?
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Aber heifst das nun, dafd es kein Problem gibt: “Kommt
die Figur ¢ in dieser Entwickelung vor?”? — Wer das fragt fragt
& nach einer Regel das Vorkommen von ¢ betreffend. Und die
Alternative des Existierens oder Nichtexistierens so einer Regel

ist jedenfalls keine mathematische.

Erst innerhalb einem, erst zu errichtenden, mathem. Gebdude

wird die Frage zur mathematischen.

Ist denn das Unendliche nicht wirklich — kann ich nicht
sagen: “diese zwei Kanten der Platte schneiden sich im Unend-

lichen”?

Nicht “der Kreis hat diese Eigenschaft weil er durch die beiden
unendlich fernen Punkte ... geht”; sondern: “die Eigenschaften
des Kreises lassen sich aus dieser (merkwiirdigen) Perspektive

betrachten”.

Es ist wesentlich eine Perspektive; & eine weithergeholte.
(Womit kein Tadel ausgesprochen ist.) Aber es mufs immer
ganz klar sein wie weit hergeholt diese Anschauungsart ist.

Denn sonst ist ihre eigentliche Bedeutung im Dunkeln.

Was heifit das: “der Mathematiker weif$ nicht was er tut”,

oder “er weifs was er tut”?
23.11.1942

Kann man unendliche Vorhersagungen machen? — Nun, war-
um soll man nicht z.B. das Tragheitsgesetz eine solche nennen?

Oder den Satz, dafs ein Komet eine Parabel beschreibt? In ge-
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wissem Sinne wird freilich ihre Unendlichkeit nicht sehr ernst

genommen.

Wie ist es nun mit einer Vorhersagung: daf}, wer 1t entwickelt, so
weit er auch gehen mag, nie auf die Figur ¢ stofien wird? —
Nun, man konnte sagen, dafd dies entweder eine unmathemati-

sche Vorhersagung ist, oder (aber) eine mathematische Regel.

Jemand, der /2 entwickeln gelernt hat geht zu einer Wahrsage-
rin, & sie weissagt ihm, dafs soweit er auch die \/2 entwickeln
mag, er nie zu einer Figur ... gelangen wird. — Ist ihre Weissa-
gung ein mathem. Satz? Nein. — Aufier sie sagt: “wenn Du im-
mer richtig entwickelst, wirst Du nie dahin kommen”. Aber ist

das noch eine Vorhersage?

Es scheint nun, daf$ so eine Vorhersage des richtig Entwickelten
denkbar wire und sich von einem mathem. Gesetz, dafs es sich
so & so verhalten mufs, unterschiede. So dafi es in der mathem.
Entwickelung einen Unterschied gébe zwischen dem, was tat-
sdchlich so herauskommt — gleichsam zuféllig — & dem, was

herauskommen mufs.
24.11.1942

Wie soll man es entscheiden, ob eine unendliche Voraussage
Sinn hat? So jedenfalls nicht, dafs man sagt: “ich bin sicher, ich

meine etwas, wenn ich sage ...”.

Auch ist wohl nicht so sehr die Frage, ob die Voraussage irgend
einen Sinn hat, als: was fiir eine Art von Sinn sie hat. (Also, in

welchen Sprachspielen sie vorkommt.)
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28.11.1942
“Der unheilvolle Einbruch” der Logik in die Mathematik.
In dem so vorbereiteten Feld ist das ein Existenzbeweis.

Das Verderbliche der logischen Technik ist, dafi sie uns die
spezielle mathem. Technik vergessen lafst. Wahrend die logi-
sche Technik nur eine Hilfstechnik in der Math. ist. Z.B. gewis-

se Verbindungen zwischen anderen Techniken herstellt.

Es ist beinahe als wollte man sagen, daff das Tischlern im

Leimen besteht.

Der Beweis tiberzeugt Dich davon daf3 es eine Wurzel der
Gleichung gibt (ohne Dir eine Ahnung zu geben wo) — — wie
weifst Du, dafs Du den Satz verstehst, es gebe eine Wurzel? Wie
weifst Du dafs Du wirklich von etwas tiberzeugt bist? Du magst
davon {iiberzeugt sein, dafs sich die Anwendung des bewiese-
nen Satzes finden lassen wird. Aber Du verstehst ihn nicht

solange Du sie nicht gefunden hast.

Wenn ein Beweis allgemein beweist, es gebe eine Wurzel, so
kommt alles darauf an, in welcher Form er das beweist. Was es
ist, das hier zu diesem Wortausdruck fiihrt, der ein blofler
Schemen ist & die Hauptsache verschweigt. Wahrend er den Lo-

gikern nur die Nebensache zu verschweigen scheint.

Das mathematisch Allgemeine steht zum mathematisch Beson-
deren nicht in dem Verhéltnis wie sonst das Allgemeine zum

Besondern.
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Alles was ich sage kommt eigentlich darauf hinaus, daf$ man
einen Beweis wohl kennen, & ihm Schritt fiir Schritt folgen

kann, & dabei doch, was bewiesen wurde, nicht versteht.

Und das hdngt wieder damit zusammen, dafs man einen ma-
them. Satz grammatisch richtig bilden kann ohne seinen Sinn

zu verstehen.

Wann versteht man ihn nun? — Ich glaube: wenn man ihn an-
wenden kann. Man konnte vielleicht sagen: wenn man ein kla-
res Bild von seiner Anwendung hat. Dazu aber gentigt es nicht,
dafs man ein klares Bild mit ihm verbindet. Vielmehr wire bes-
ser gewesen zu sagen: wenn man eine klare Ubersicht von sei-
ner Anwendung hat. Und auch das ist schlecht, denn es han-
delt sich nur darum daff man die Anwendung nicht dort ver-
mutet wo sie nicht ist; dafd man sich von der Wortform des

Satzes nicht tauschen 1463t.

Wie kommt es aber nun daf$ man einen Satz, oder Beweis, auf
diese Weise nicht verstehen, oder mifsverstehen kann? Und was

ist dann nétig um das Verstandnis herbeizufiihren?

Es gibt da, glaube ich, Félle in denen Einer den Satz (oder
Beweis) zwar anwenden kann, {iber die Art der Anwendung
aber nicht klar Rechenschaft zu geben im Stande ist. Und den

Fall, daf$ er den Satz auch nicht anzuwenden weifs. (Mult. Ax.)
Wie ist es in der Beziehung mit 0 x 0 = 0?

09.12.1942
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Man mochte sagen, das Verstdndnis eines math. Satzes sei nicht
durch seine Wortform garantiert, wie im Fall der meisten nicht-
mathematischen Sétze. Das heifst — so scheint es — daf3 der
Wortlaut das Sprachspiel nicht bestimmt, in welchem der Satz

funktioniert.
Die logische Notation verschluckt die Struktur.

Um zu sehen, wie man etwas ‘Existenzbeweis’ nennen
kann, was keine Konstruktion des Existierenden zulaf3t, denke
an die verschiedenen Bedeutungen des Wortes “wo” (z.B. des

topologischen & des metrischen.)
10.12.1942

Es kann ja der Existenzbeweis nicht nur den Ort des ‘Existie-
renden’ unbestimmt lassen, sondern es braucht auf einen sol-
chen Ort gar nicht anzukommen. D.h.: wenn der bewiesene
Satz lautet “es gibt eine Zahl, fiir die ...” so muf3 es keinen Sinn
haben zu fragen “und welches ist diese Zahl”, oder zu sagen
“und diese Zahl ist ...”

01.02.1943

Ein Beweis, dafs 777 in der Entwicklung von 7 vorkommt, der
nicht zeigt, wo, miifite diese Entwicklung von einem ganz neu-
en Standpunkt ansehen, sodafs er etwa Eigenschaften von Regi-
onen der Entwickelung zeigte von denen wir nur wiifsten, daf3
sie sehr weit entfernt liegen. Es schwebt mir dabei vor daff man
sehr weit drauflen in 7 sozusagen eine dunkle Zone von unbe-

stimmter Lange annehmen miifite, wo unsere Rechenhilfsmittel
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nicht mehr verldfilich sind & noch weiter draufen dann eine

Zone, wo man auf andere Weise wieder etwas sehen kann.
11.12.1942

Vom Beweis durch reductio ad absurdum kann man sich im-
mer vorstellen, er werde im Argument mit einem Opponenten
gebraucht, der eine mathematisch unhaltbare Behauptung
macht. Ich meine aber nicht eine mathematische Behauptung.
Etwa, er habe gesehen, wie der A den B mit den & den Figuren
matt gesetzt habe — wenn das nach den Regeln nicht moglich

ist.

Die Schwierigkeit, die man beim Beweis durch reductio ad ab-
surdum in der Math. empfindet ist die: Was geht bei diesem
Beweis vor? Etwas mathematisch Absurdes, also Unmathemati-
sches? Wie kann man — mochte man fragen — das mathematisch
Absurde iiberhaupt nur annehmen? Daf8 ich das physikalisch
Falsche annehmen & ad absurdum fiihren kann macht mir kei-
ne Schwierigkeiten. Aber wie das sozusagen Undenkbare den-

ken?!

Der indirekte Beweis sagt aber: “wenn Du es so willst, darfst
Du das nicht annehmen: denn damit ist nur das Gegenteil des-

sen vereinbar wovon Du nicht abgehen willst”.
14.12.1942

Die geometrische Illustration der math. Analysis ist allerdings
unwesentlich, nicht aber die geometrische Anwendung. Ur-
spriinglich waren die geometrischen Illustrationen Anwendun-

gen der Analysis. Wo sie aufhoren dies zu sein, konnen sie leicht

286


file:///ms-126/#122.3+123.1+124.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/122.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/123.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/124.webp
file:///ms-126/#124.2+125.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/124.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/125.webp
file:///ms-126/#125.2+126.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/125.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/126.webp
file:///ms-126/#131.3+132.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/131.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-126/132.webp

ganzlich irrefiihren. Hier haben wir dann die phantastische

Anwendung. Die eingebildete Anwendung.
Die Idee des ‘Schnittes’ ist so eine gefahrliche Illustration.

Nur soweit, als die Illustrationen auch Anwendungen sind, er-
zeugen sie nicht das gewisse Schwindelgefiihl, das die Illustra-
tion erzeugt im Moment, wo sie aufhort eine mogliche

Anwendung zu sein; wo sie also dumm wird.

So konnte man Dedekinds Theorem ableiten wenn, was
wir irrationale Zahlen nennen ganz unbekannt wire, wenn es
aber eine Technik gébe, die Stellen vor Dezimalzahlen zu wiir-
feln. Und dieses Theorem hétte dann seine Anwendung auch
wenn es die Mathematik der irrationalen Zahlen nicht gébe. Es
ist nicht, als sdhen die Dedekindschen Entwicklungen alle
besonderen reellen Zahlen schon voraus. Es scheint nur so, so-
bald man den Dedekindschen Kalkiil mit den Kalkiilen der

besonderen reellen Zahlen vereinigt.

Man konnte fragen: Was konnte ein Kind von 10 Jahren
am Beweis des Dedekindschen Satzes nicht verstehen? — Ist
denn dieser Beweis nicht viel einfacher, als alle die Rechnungen
die das Kind beherrschen mufi? — Und wenn nun jemand sagte:
den tieferen Inhalt des Satzes kann es nicht verstehen — dann

frage ich: wie kommt dieses Gesetz zu einem tiefen Inhalt?

Das Bild der Zahlengeraden ist ein absolut natiirliches bis
zu einem gewissen Punkt: ndmlich, soweit man es nicht zu

einer allgemeinen Theorie der reellen Zahlen gebraucht.
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Wenn Du die reellen Zahlen in eine hohere & eine niedere

Klasse teilen willst, so tu’s erst einmal roh durch

zwei rationale Punkte P & Q. Dann halbiere P — Q & entschei-
de, in welcher Hilfte (wenn nicht im Teilungspunkt) der
Schnitt liegen soll; wenn z.B. in der unteren, halbiere diese &
mache eine genauere Entscheidung; u.s.f.. Hast Du ein Prinzip
der unbegrenzten Fortsetzung, so kannst Du von diesem Prin-
zip sagen, es fiihre einen Schnitt aus, da es von jeder Zahl ent-
scheidet, ob sie rechts oder links liegt. — Nun ist die Frage, ob
ich durch ein solches Prinzip der Teilung iiberall hin gelangen
kann oder ob noch eine andere Art der Entscheidung nétig ist;
& man konnte fragen, ob nach der vollendeten Entscheidung
durch das Prinzip oder vor der Vollendung. Nun, jedenfalls
nicht vor der Vollendung; denn solange noch die Frage ist in
welchem endlichen Stiick der Geraden der Punkt liegen soll,
kann die weitere Teilung entscheiden. — Aber nach der Entschei-
dung durch ein Prinzip ist noch Raum fiir eine weitere Ent-

scheidung?

Es ist mit dem Dedekindschen Satz wie mit dem Satz vom aus-
geschlossenen Dritten: Er scheint ein Drittes auszuschlieflen,

wahrend von einem Dritten in ihm nicht die Rede ist.
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Der Beweis des D.schen Satzes arbeitet mit einem Bild, das ihn
nicht rechtfertigen kann, das eher vom Satz gerechtfertigt

werden soll.

Ein Prinzip der Teilung siehst Du leicht fiir eine unendlich fort-
gesetzte Teilung an, denn es entspricht jedenfalls keiner endli-

chen Teilung & scheint Dich weiter & weiter zu fiihren.

Man konnte auch so fragen: konnte man nicht die Lehre
vom Limes, der Funktionen, der reellen Zahlen, mehr, als man
es tut, extensional vorbereiten? auch wenn dieser vorbereitende

Kalkil sehr trivial & an sich nutzlos erscheinen sollte?
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Die Schwierigkeit der bald intensionalen bald wieder extensio-
nalen Betrachtungsweise beginnt schon beim Begriff des
‘Schnittes’. Daff man jede rationale Zahl ein Prinzip der Teilung
der rationalen Zahlen nennen kann ist wohl klar. Nun entdecken
wir etwas anderes was wir Prinzip der Teilung nennen kénnen,
etwas das, welches der \/2 entspricht. Dann andere dhnliche —
& nun sind wir mit der Moglichkeit solcher Teilungen schon
ganz wohlvertraut, & sehen sie unter dem Bild eines irgendwo
entlang der Geraden gefiihrten Schnittes, also extensional. Denn
wenn ich schneide, so kann ich ja wihlen, wo ich schneiden will.
Ist aber ein Prinzip der Teilung ein Schnitt, so ist es dies doch
nur weil man von beliebigen rationalen Zahlen sagen kann sie
seien oberhalb oder unterhalb des Schnitts. — Kann man nun
sagen die Idee des Schnitts habe uns von den rationalen Zahlen
zu irrationalen Zahlen gefiihrt? Sind wir denn z.B. zur 2
durch den Begriff des Schnitts gelangt. Was ist nun ein Schnitt
der reellen Zahlen? Nun, ein Prinzip der Teilung in eine untere
& eine obere Klasse. So ein Prinzip gibt also jede rationale &
irrationale Zahl ab. Denn wenn wir auch kein System der irrati-
onalen Zahlen haben so zerfallen doch die, die wir haben, in obe-
re & untere in Bezug auf den Schnitt (soweit sie mit ihm ndm-
lich vergleichbar sind). Nun ist aber die Dedekindsche Idee,
daf8 die Einteilung in eine obere & untere Klasse (mit den

bekannten Bedingungen) die reelle Zahl ist.

Der Schnitt ist eine extensive Vorstellung.
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Es ist freilich wahr daf§ wenn ich ein mathematisches Kriterium
habe um fiir eine beliebige rationale Zahl festzustellen ob sie
zur oberen oder unteren Klasse gehort, es ein Leichtes ist mich
dem Ort systematisch beliebig zu ndhern, wo die beiden

Klassen sich treffen.

Wir machen bei Dedekind einen Schnitt nicht dadurch, daf$ wir
schneiden also auf den Ort zeigen, sondern daf} wir — wie beim
Finden der Quadratwurzel aus 2 — uns den einander zugekehr-

ten Enden der oberen & unteren Klasse nahern.

Nun soll bewiesen werden, dafd keine anderen Zahlen, als nur

die reellen, so einen Schnitt ausfithren konnen.
06.01.1943

Vergessen wir nicht, daf$ urspriinglich die Teilung der rationalen
Zahlen in zwei Klassen keinen Sinn hatte, bis wir auf Gewisses
aufmerksam machten, was man so bezeichnen konnte. Der Be-
griff ist vom tiglichen Sprachgebrauch hergenommen & scheint dar-
um auch fiir die Zahlen unmittelbar einen Sinn haben zu miis-

sen.
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Wenn man nun die Idee eines Schnitts der reellen Zahlen
einfiihrt, indem man sagt, es sei jetzt einfach der Begriff des
Schnitts von den rationalen auf die reellen Zahlen auszudeh-
nen; alles was wir brauchen ist eine Eigenschaft, die die reellen
Zahlen in zwei Klassen einteilt (etc.) — so ist zundichst nicht klar
was mit so einer Eigenschaft gemeint ist, die alle reellen Zahlen
so einteilt. Nun kann man uns darauf aufmerksam machen,
dafS jede reelle Zahl dazu dienen kann. Aber das fithrt uns nur

soweit & nicht weiter.
08.01.1943

Die extensionalen Erkldarungen der Funktionen, der reellen
Zahlen, etc. iibergehen alles Intensionale — obwohl sie es vor-
aussetzen — & beziehen sich auf die immer wiederkehrende

dufsere Form.
09.01.1943

Unsre Schwierigkeit fingt eigentlich schon mit der unendlichen
Geraden an; obwohl wir schon als Knaben lernen, eine Gerade
habe kein Ende, & ich weif nicht, daf$ diese Idee irgend jemand
Schwierigkeiten bereitet hédtte. Wie, wenn ein Finitist versuchte
diesen Begriff durch den einer geraden Strecke von bestimmter

Léange zu ersetzen?!

Aber die Gerade ist ein Gesetz des Fortschreitens.*
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Der Begriff des Limes & der Statigkeit, wie sie heute eingefiihrt
werden, hiangen, ohne dafd dies ausgesprochen wird mit dem
Begriff des Beweises zusammen. Denn wir sagen limx—oof(x)=(,
wenn bewiesen werden kann, daf ... Das heifit, wir gebrauchen
Begriffe, die unendlich viel schwerer zu fassen sind als die, die

wir offen herzeigen.
12.01.1943

Die irrefiihrende Idee in der D’schen extensionalen Auffassung
ist, daf3 die reellen Zahlen in der Zahlenlinie alle ausgebreitet
da liegen. — Man kennt sie nicht alle, aber was macht das? Und
so braucht man nur zu schneiden, oder in Klassen teilen & hat

sie alle geteilt, die bekannten & die unbekannten.

Das Irrefithrende an der D’schen extensionalen Auffassung ist
die Idee dafs die reellen Zahlen in der Zahlenlinie ausgebreitet
daliegen. Man mag sie kennen oder nicht; das macht nichts.
Und so braucht man nur zu schneiden, oder in Klassen teilen &
has dealt with them all.

Es ist durch die Kombination der Rechnung & der Konstruktion,
dafl man die Idee erhilt es miifite auf der Geraden ein Punkt

ausgelassen werden, namlich P,
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wenn man nicht die 2 als ein Ma der Entfernung von O
zuliefle. ‘Denn, wenn ich wirklich genau konstruierte, so miifste
dann der Kreis die Gerade zwischen ihren Punkten hindurch

schneiden’.

Das ist ein schrecklich verwirrendes Bild.

15.01.1943

Die irrationalen Zahlen sind — kénnte man sagen — Einzelfélle.
18.01.1943

Was ist die Anwendung des Begriffes der Geraden, der ein
Punkt fehlt? Die Anwendung mufs "hausbacken” sein. Der Aus-
druck “Gerade, der ein Punkt fehlt” ist ein fiirchterlich irrelei-
tendes Bild. Der klaffende Spalt zwischen Illustration & An-

wendung.

Die Allgemeinheit der Funktionen ist sozusagen eine un-
geordnete Allgemeinheit. Und unsere Mathematik ist auf so eine

ungeordnete Allgemeinheit aufgebaut.
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Wenn man sich den allgemeinen Funktionen-Kalkiil ohne
die Existenz von Beispielen denkt, dann sind eben die vagen
Erklarungen durch Wertetafeln & Zeichnungen, wie man sie in
den Lehrbiichern findet, am Platz, als Andeutungen, wie etwa

diesem Kalkiil einmal ein Sinn gegeben werden mdchte.

Denk’ Dir Einer sagte: “Ich will eine Komposition horen, die so
geht:”

Miifite das unsinnig sein? Koénnte es nicht eine Komposition
geben von der sich zeigen lieSe daf3 sie, in irgend einem

wichtigen Sinne, dieser Linie entsprache?

Oder wie, wenn man die Statigkeit als Eigenschaft des Zeichens
“X2 + y? = z?” ansdhe — nattirlich nur, wenn diese Gleichung &
andere gewohnheitsmifiig einer bestimmten Art der Priifung
unterzogen wiirden. ‘So stellt sich diese Regel (Gleichung) zu
dieser bestimmten Priifung.’ Eine Priifung die mit einem

Streifblick auf eine Art Extension geschieht.
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Es wird bei jener Priifung der Gleichung etwas vorgenommen
was mit gewissen Extensionen zusammenhédngt. Aber nicht als
handelte es sich da um eine Extension, die der Gleichung selbst
irgendwie dquivalent wiére. Es wird nur auf gewisse Extensio-
nen sozusagen, angespielt. — Nicht die Extension ist hier das
Eigentliche, das nur faute de mieux intensional beschrieben
wird; sondern die Intension wird beschrieben — oder dargestellt
— vermittels gewisser Extensionen, die sich da & dort aus ihr er-

geben.

Der Verlauf gewisser Extensionen wirft ein Streiflicht auf die al-
gebraische Eigenschaft der Funktion. In diesem Sinne kénnte
man also sagen, es werfe die Zeichnung einer Hyperbel ein

Streiflicht auf die Hyperbelgleichung.

Dem widerspricht nicht, daf$ jene Extensionen die wichtigste
Anwendung der Regel wéren; denn es ist eines eine Ellipse

zeichnen, & ein anderes, sie mittels ihrer Gleichung konstruieren.
25.01.1943

Wie, wenn ich sagte: Die extensionalen Uberlegungen (z.B. der
Heine-Borelsche Satz) zeigen: so sollen die Intensionen behan-

delt werden.

Das Theorem gibt uns, in groflen Ziigen, eine Methode, wie mit
Intensionen zu verfahren ist. Es sagt etwa: ‘So wird es

ausschauen miissen’.

296


file:///ms-127/#37.2+38.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/37.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/38.webp
file:///ms-127/#38.2+39.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/38.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/39.webp
file:///ms-127/#39.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/39.webp
file:///ms-127/#39.3+40.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/39.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/40.webp
file:///ms-127/#40.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/40.webp

Und man wird dann etwa zu einem Verfahren mit bestimmten
Intensionen eine bestimmte Illustration zeichnen konnen. Die
[lustration ist ein Zeichen, eine Beschreibung, die besonders

tibersichtlich, einpragsam, ist.
Die Illustration wird hier eben ein Verfahren angeben.

Die Lehre von den Funktionen als ein (allgemeines) Schema, in
das, einerseits, eine Unmenge von Beispielen pafst, & das, an-
derseits, als ein Standard zur Klassifikation von Fallen

aufgestellt ist.

Das Irrefithrende der iiblichen Darstellung besteht darin, dafs
es scheint, als liefse sich die allgemeine auch ohne alle Beispiele,
ohne einen Gedanken an Intensionen (im Plural) ganz verste-
hen, da sich eigentlich alles extensional abmachen liefle, wenn

es aus dufieren Griinden nicht unmoglich ware.
27.01.1943

Vergleiche die beiden Formen der Erklarung:

“Wir sagen limnx—oco®(x)=L,

wenn es sich zeigen Lifit, das * -+ ", & “limn—oco®(n)=L heifdt:

es gibt fiir jedes e ein o+ -+ +”
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Dedekind gibt ein allgemeines Schema der Ausdrucks-
weise; sozusagen eine logische Form des Raisonnements. Eine
allgemeine Formulierung des Vorgangs. Der Effekt ist ein dhn-
licher, wie der der Einfithrung des Wortes “Zuordnung” zur
allgemeinen Erkldrung der Funktionen. Es wird eine allgemei-
ne Redeweise eingefiihrt, die zur Charakterisierung eines ma-
them. Vorgangs sehr niitzlich ist. (Ahnlich wie in der Aristote-
lischen Logik). Die Gefahr aber ist, daf man mit dieser allge-
meinen Redeweise die vollstindige Erklarung der einzelnen

Félle zu besitzen glaubt (die gleiche Gefahr wie in der Logik).

Wir bestimmen den Begriff der Regel zur Bildung eines unendli-
chen Dezimalbruches weiter & weiter. Aber der Inhalt des Be-
griffes?! — Nun, kénnen wir denn nicht das Begriffsgebdude
ausbauen als Behiltnis fiir welche Anwendung immer
daherkommt? Kann ich denn nicht die Form ausbauen (die
Form zu der mir irgendein Inhalt die Anrequng geboten hat) &
gleichsam eine Sprachform vorbereiten fiir mogliche Verwen-
dung? Denn diese Form wird auch, wenn sie leer bleibt, die

Gestalt der Mathematik bestimmen helfen.
25.02.1943

Ist denn nicht die Subjekt-Pradikat-Form in dieser Weise offen

& wartet auf die verschiedensten neuen Anwendungen?

D.h.: ist es wahr, dafs die ganze Schwierigkeit, die Allgemein-
heit des mathem. Funktionsbegriffs betreffend, schon in der
Aristotelischen Logik auftritt, da die Allgemeinheit der Sétze &
Pradikate von uns ebensowenig tiberblickt werden kann, wie

die der mathem. Funktionen?
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Wiirde man von Einem sagen, er verstehe den Satz “563 +
437 = 1000”, der nicht wiiste, wie man ihn beweisen kann?
Kannst Du leugnen, dafi es ein Zeichen des Verstehens des Sat-

zes ist, wenn Einer weif3, wie er zu beweisen ware?

Das Problem eine mathematische Entscheidung eines Theo-
rems zu finden kénnte man mit einigem Recht das Problem

nennen einer Formel mathematischen Sinn zu geben.

Die Gleichung kuppelt (zwei) Begriffe; so daff ich nun von

einem zum andern iibergehen kann.

Die Gleichung bildet eine Begriffsbahn. Aber ist eine Begriffs-
bahn ein Begriff?? Und wenn nicht, ist eine scharfe Grenze

zwischen ihnen?

Denke Du hast jemand eine Technik des Multiplizierens ge-
lehrt. Er verwendet sie in einem Sprachspiel. Damit er nun
nicht immer von neuem multiplizieren mufs, schreibt er sich
die Multiplikation in verkiirzter Form, als Gleichungen ndamlich

auf & beniitzt diese, wo er frither multipliziert hat.

Von der Technik des Multiplizierens sagt er, daf$ sie Verbindun-
gen zwischen den Begriffen schldgt. Er wird dasselbe auch von
der Multiplikation sagen. Und endlich auch von der Gleichung;:
Denn es ist ja wesentlich, da88 sich der Ubergang auch einfach
durch das Schema der Gleichung muf$ darstellen lassen. Daf3
also der Ubergang nicht immer von neuem gemacht werden
mufs. Wird er nun aber geneigt sein, vom Prozefs des Multipli-

zierens zu sagen, er sei ein Begriff?
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Er ist doch eine Bewegung. Eine Bewegung, scheint es, zwischen

zwei Ruhepunkten; diese sind die Begriffe.

Fasse ich den Beweis als eine Bewegung von einem Begriff zum
andern auf, dann werde ich von ihm nicht auch sagen wollen er
gebe nur einen neuen Begriff Aber kann ich nicht die
angeschriebene Multiplikation als ein Bild auffassen vergleich-
bar einem Zahlzeichen, & kann sie nicht auch als

Begriffszeichen funktionieren?

Ich mochte sagen: Wenn wir einmal die eine, einmal die
andre Seite der Gleichung verwenden, verwenden wir zwei

Seiten desselben Begriffs.
Ist der begriffliche Apparat ein Begriff?

Wie zeigt denn einer, dafs er einen mathematischen Satz
versteht? Darin, etwa, daf$ er ihn anwendet. Also nicht auch

darin, dafs er ihn beweist?

Ich mochte sagen: der Beweis zeigt mir einen neuen Zusam-

menhang, daher gibt er mir auch einen neuen Begriff.
Ist der neue Begriff nicht der Beweis selbst?

Du kannst doch gewif3, wenn der Beweis erbracht ist, ein neues
Urteil bilden. Denn Du kannst doch nun von einer bestimmten

Figur sagen, sie sei, oder sei nicht, dieser Beweis.
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Ja, aber ist der Beweis als Beweis betrachtet, gedeutet, eine
Figur? Als Beweis, konnte ich sagen, soll er mich von etwas
tiberzeugen. Ich soll, auf ihn hin, etwas tun, oder lassen. Und
auf einen neuen Begriff hin tue, oder lasse ich nichts. Ich will
also sagen: der Beweis ist das Beweisbild in bestimmter Art ver-
wendet. Und das, wovon er mich tiberzeugt kann nun sehr ver-
schiedener Art sein. (Denke an Beweise Russellscher Tautologi-

en, Beweise in der Geometrie, & in der Algebra.)

Der Mechanismus ... kann mich von etwas tiberzeugen (kann
etwas beweisen). Aber unter welchen Umstianden — in welcher
Umgebung von Tatigkeiten & Problemen — werde ich sagen er

iiberzeuge mich von etwas?

“Aber ein Begriff tiberzeugt mich doch von nichts, denn er zeigt
mir nicht eine Tatsache.” — Aber warum soll mich ein Begriff

nicht vor allem davon iiberzeugen, dafs ich ihn gebrauchen will.

Warum soll der (neue) Begriff, einmal gebildet, mir nicht un-

mittelbar den Ubergang zu einem Urteil gestatten?

“Einen math. Satz verstehen” das ist ein sehr vager Be-
griff. Sagst du aber “Auf’s Verstehen kommt’s tiberhaupt nicht
an. Die math. Sitze sind nur Stellungen in einem Spiel” so ist
das auch Unsinn! ‘Mathematik” ist eben kein scharf umgrenzter

Begrift.
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Daher der Streit ob ein Existenzbeweis der keine Konstruktion
ist ein wirklicher Existenzbeweis ist. Es fragt sich ndamlich: ver-
stehe ich den Satz “Es gibt ...” wenn ich keine Moglichkeit habe
zu finden wo es existiert. Und da gibt es zwei Gesichtspunkte:
Als deutschen Satz z.B. verstehe ich ihn soweit ich ihn ndmlich
erkldren kann (& merke, wie weit meine Erkldrung geht!). Was
aber kann ich mit ihm anfangen? Nun nicht das was mit einem
Konstruktionsbeweis. Und soweit, was ich mit dem Satz ma-
chen kann, das Kriterium seines Verstehens ist soweit ist es
nicht von vornherein klar, ob & wie weit ich ihn verstehe. Das ist
der Fluch des Einbruchs der math. Logik in die Mathematik,
dafd nun jeder Satz sich in mathematischer Schreibung darstel-
len 1afst & wir uns daher verpflichtet fithlen ihn zu verstehen.
Obwohl ja diese Schreibweise nur die Ubersetzung der vagen

gewOhnlichen Prosa ist.

Ein Begriff ist nicht wesentlich ein Pradikat. Wir sagen
zwar manchmal: “dieses Ding ist keine Flasche” aber es ist dem
Sprachspiel mit dem Begriff Flasche gar nicht wesentlich dafs
solche Urteile darin gefdllt werden. Achte eben darauf wie ein
Begriffswort (z.B. “Platte”) in einem Sprachspiel gebraucht

wird.

Es brauchte z.B. gar keinen Satz “dies ist eine Platte” geben;

sondern etwa nur den: “hier ist eine Platte”.

302


file:///ms-127/#185.2+186.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/185.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/186.webp
file:///ms-127/#187.3+188.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/187.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/188.webp
file:///ms-127/#188.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-127/188.webp

Die “mathem. Logik” hat das Denken von Mathematikern
& Philosophen ginzlich verbildet, indem sie eine oberfldchliche
Deutung der Formen unserer Umgangssprache zur Analyse
der Strukturen der Tatsachen erklérte. Sie hat hierin freilich nur

auf der Aristotelischen Logik weiter gebaut.

Es ist schon wahr: das Zahlzeichen gehort zu einem Be-

griffswort & nur mit diesem ist es, sozusagen, ein Maf.

Wenn Du dieser Maus ins Maul schaust wirst du zwei
lange Schneidezdhne sehen. — Wie weifdt du das? — Ich weifd dafs
alle Mduse sie haben, also auch diese. (Und man sagt nicht: “&
dieses Ding ist eine Maus, also hat auch sie ...”) Warum ist das
eine so wichtige Bewegung? Nun, wir studieren z.B. Tiere,
Pflanzen etc. etc., bilden allgemeine Urteile & wenden sie im
einzelnen Fall an. — Es ist aber doch eine Wahrheit dafs diese
Maus die Eigenschaft hat, wenn alle Mause sie haben! Das ist
eine Bestimmung iiber die Anwendung des Wortes “alle”: Die
tatsdchliche Allgemeinheit liegt wo anders. Namlich z.B. in
dem allgemeinen Vorkommen jener Untersuchungsmethode &

ihrer Anwendung.

Oder: “Dieser Mann ist ein Student der Math.”. Wie weif3t du
das? —“Alle Leute in diesem Zimmer sind Mathematiker; es

sind nur solche zugelassen worden.” —

Das interessante Allgemeine ist, dafd wir oft ein Mittel haben
uns von dem allgemeinen Satz zu iiberzeugen, ehe wir beson-
dere Félle in Betracht ziehen: & dafs wir dann mittels der allge-

meinen Methode den besondern Fall beurteilen.
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Wir haben dem Pfértner den Befehl gegeben nur Leute mit Ein-
ladungen hereinzulassen & rechnen nun darauf, daff dieser

Mensch, der hereingelassen wurde, eine Einladung hat.

Das interessante Allgemeine am logischen Satz ist nicht die
Tatsache, die er auszusprechen scheint sondern die immer wie-

derkehrende Situation in der dieser Ubergang gemacht wird.

Wenn man vom Beweis sagt, er zeige wie (z.B.) 25 x 25
625 ergeben; so ist das natiirlich eine seltsame Redeweise, da
das arithmetische Ergeben ja kein zeitlicher Vorgang ist. Aber

nun zeigt ja der Beweis auch keinen Vorgang.

Denke Dir eine Reihe von Bildern. Sie zeigen, wie zwei Leute
nach den & den Regeln mit Rapieren fechten. Eine Bilderreihe
kann das doch zeigen. Hier bezieht sich das Bild auf eine
Wirklichkeit. Man kann nicht sagen, es zeige, daff so gefochten
wird, aber wie gefochten wird. In einem andern Sinne kann
man sagen, die Bilder zeigen, wie man in drei Bewegungen von
dieser Lage in jene kommen kann. Und nun zeigen sie auch daf$

man auf diese Weise in diese Lage kommen kann.

Der Philosoph muf$ sich so drehen & wenden, dafs er an
den mathematischen Problemen herumkommt, nicht gegen ei-

nes rennt, — das gelost werden miifite ehe er weitergehen kann.

Sein Arbeiten in der Philosophie ist gleichsam eine Faulheit in
der Mathematik.
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Nicht ein neues Gebdude ist aufzufithren, oder eine neue
Briicke zu schlagen, sondern die Geographie, wie sie jetzt ist, zu

beschreiben.

Wir sehen wohl Stiicke der Begriffe, aber nicht klar die Abhéan-

ge, die den einen in andere iibergehen lassen.

Darum hilft es in der Philosophie der Mathematik nichts Be-
weise in neue Formen zu bringen. Obwohl hier eine starke

Versuchung liegt.

Auch vor 500 Jahren konnte es eine Philosophie der Mathema-

tik geben, dessen was damals die Mathematik war.

Der Philosoph ist der, der in sich viele Krankheiten des
Verstandes heilen mufs, ehe er zu den Notionen des gesunden

Menschenverstandes kommen kann.
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Vi

Die Beweise ordnen die Sitze. Sie geben ihnen Zusammen-

hang.

Der Begriff einer formalen Priifung setzt den Begriff einer

Regel des Umformens & also einer Technik voraus.

Denn nur durch eine Technik kénnen wir eine Regelméfsigkeit

begreifen.

Die Technik ist auflerhalb des Beweisbildes. Man konnte den
Beweis genau sehen & ihn doch nicht als Transformation nach

diesen Regeln verstehen.

Man wird gewifs die Addition der Zahlen ..., um zu sehen ob
sie 1000 geben eine formale Priifung der Zahlzeichen nennen.
Aber doch nur, wenn das Addieren eine praktizierte Technik
ist. Denn wie konnte der Vorgang denn sonst irgendeine

Priifung genannt werden?

Der Beweis ist eine formale Priifung nur innerhalb einer Technik

des Transformierens.

Wenn Du fragst mit welchem Recht sprichst Du diese Regel

aus, so ist die Antwort der Beweis.

Mit welchem Recht sagst Du das? Mit welchem Recht sagst Du

das?
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Wie priifst Du das Thema auf eine kontrapunktische
Eigenschaft? Du transformierst es nach dieser Regel, setzt es so
mit einem andern zusammen; u. dergl.. So erhéltst Du ein be-
stimmtes Resultat. Du erklérst es, wie Du es durch ein Experi-
ment auch erhieltest. Soweit konnte, was Du tust, auch ein Ex-
periment sein. Das Wort “erhiltst” ist hier zeitlich gebraucht;
Du erhieltst das Resultat um 3 Uhr. — In dem mathematischen
Satz, den ich dann forme ist das Verbum (“erhilt”, “ergibt”
etc.) unzeitlich gebraucht. Die Tatigkeit der Priifung brachte
das & das Resultat hervor. Die Priifung war bis jetzt also sozu-
sagen experimentell. Nun wird sie als Beweis aufgefafit. Und

der Beweis ist das Bild dieser Priifung.

Der Beweis steht hinter dem Satz, wie die Anwendung. Er

hédngt auch mit der Anwendung zusammen.
Der Beweis ist der Weg der Priifung.

Die Priifung ist eine formale nur insofern als wir das Ergebnis

als einen formalen Satz auffassen.

Und wenn dieses Bild die Voraussage rechtfertigt — d.h.,
wenn Du es nur sehen brauchst & tiberzeugt bist ein Vorgang
werde so & so verlaufen — dann rechtfertigt das Bild nattirlich
auch die Regel. — In diesem Falle steht der Beweis hinter der

Regel als Bild, das sie rechtfertigt. — —

Warum rechtfertigt denn das Bild der Bewegung den
Mechanismus des Glaubens, diese Bewegung werde diese Art
von Mechanismus immer machen? — Es gibt unserm Glauben

eine bestimmte Richtung.
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Wenn der Satz in der Anwendung nicht zu stimmen scheint, so
mufs mir der Beweis doch zeigen warum & wie er stimmen

muf$, d.h. wie ich ihn mit der Erfahrung verséhnen mufs.

Der Beweis ist also auch eine Anweisung zur Benutzung der

Regel.

Wie rechtfertigt der Beweis die Regel? — Er zeigt wie, &

daher warum sie beniitzt werden kann.

Der Laufer des Konigs zeigt uns wie 8 x 9 72 ergibt — aber da ist
die Regel des Zidhlens nicht als Regel anerkannt. Der Laufer des
Konigs zeigt uns, daff 8 x 9 72 ergibt: Nun erkennen wir die

Regel an.

Oder sollte ich sagen: Der Laufer des Konigs zeigt mir wie 9 x 8

72 ergeben kann, d.h. er zeigt mir eine Weise.

Der Vorgang zeigt mir ein Wie des Ergebens.
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Insofern 8 x 9 = 72 eine Regel ist heifit es natiirlich nichts zu
sagen, jemand zeige mir wie 8 x 9 = 72 ist; es sei denn dies
heifle: jemand zeigt mir wie man zu dieser Regel gekommen

ist.

Ist nun nicht das Durchgehen jedes Beweises ein solcher Vor-

gang?

Hiefle es etwas zu sagen: “Ich will Dir zeigen wie 8 x 9 zuerst
72 ergab”?

Das seltsame ist ja, dafd das Bild, nicht die Wirklichkeit,
einen Satz soll erweisen kénnen! Als spielte hier das Bild selbst
die Rolle der Wirklichkeit. — Aber so ist es doch nicht: denn aus
dem Bild leite ich nun eine Regel ab. Und die verhilt sich zum
Bild nicht so, wie der Erfahrungssatz zur Wirklichkeit. — Das
Bild zeigt natiirlich nicht, dafs das & das geschieht. Es zeigt nur

daf3, was geschieht so aufgefafst werden kann.

Das Bild zeigt, wie man nach einer Regel vorgeht ohne anzusto-

Ben.

Man kann also auch sagen: der Vorgang, der Beweis, zeige mir,

in wiefern 8 x 9 = 72 ist.

Das Bild zeigt mir natiirlich nicht dafy etwas geschieht, aber

dafs was immer geschieht sich so wird anschauen lassen.

Wir werden dazu gebracht, diese Technik in diesem Falle zu
verwenden. Ich werde dazu gebracht — & insofern von etwas,

tiberzeugt.
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Sieh, so geben 3 und 2 5. Merke Dir diesen Vorgang. “Du
merkst Dir dabei die Regel auch gleich.”

@ Der Euklidische Beweis der Endlosigkeit der Primzahlen-
reihe konnte so gefiihrt werden, daff die Untersuchung der
Zahlen zwischen p und p! + 1 an einem Beispiel oder mehreren
vorgefiihrt & uns so eine Technik der Untersuchung gelehrt
wiirde. Die Kraft des Beweises lage dann natiirlich nicht darin,
dafl in diesem Beispiel eine Primzahl > p gefunden wiirde.
Und das ist, auf den ersten Blick, seltsam. Man wird nun sagen
daf3 der algebraische Beweis strenger ist als der durch Beispiele,
weil er sozusagen der Extrakt des wesentlichen Prinzips dieser
Beispiele ist. Aber eine Einkleidung enthdlt ja der algebraische

Beweis auch. Verstehen — konnte ich sagen — mufSs man beide!

Der Beweis lehrt uns eine Technik, eine Primzahl zwischen p &
p! + 1 zu finden. Und wir werden iiberzeugt, dafd diese Technik
immer zu einer Primzahl > p fiithren muf3. Oder, daff wir uns

verrechnet haben, wenn sie es nicht tut.

Wire man nun hier geneigt zu sagen, der Beweis zeige uns wie
es eine unendliche Reihe von Primzahlen gibt? Nun, man kénn-
te es sagen. Und jedenfalls: “inwiefern es unendlich viele Prim-
zahlen gibt”. Man konnte sich ja auch denken wir hétten einen
Beweis, der uns zwar bestimmte zu sagen, es gebe unendlich
viele Primzahlen, aber uns nicht lehrte, eine Primzahl > p zu
finden. Nun wiirde man vielleicht sagen: “diese beiden Bewei-
se, bewiesen dann trotz alledem den gleichen Satz die gleiche
math. Tatsache”. Dies zu sagen, konnte Grund vorhanden sein,

oder auch nicht.
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Der Zuschauer sieht den ganzen, eindrucksvollen Vorgang.
Und er wird von etwas iiberzeugt; denn das ist ja der besonde-
re Eindruck den er erhélt. Er geht von dem Schauspiel, iiber-
zeugt von etwas. Uberzeugt dafl er mit andern Zahlen (z.B.)
zum selben Ende kommen wird. Er wird bereit sein, das, wo-
von er iiberzeugt wurde, so & so auszusprechen. Uberzeugt

wovon? Von einer psychologischen Tatsache? —

Er wird sagen, er habe aus dem, was er gesehen hat, einen
Schlufs gezogen. — Nicht aber, wie aus einem Experiment.

(Denk an die periodische Division.)

Konnte er sagen: “Was ich gesehen habe, war sehr eindrucks-
voll. Ich habe daraus einen Schlufi gezogen. Ich werde in

Zukunft ...”? (Etwa: ich werde in Zukunft immer so rechnen.)
Er erzahlt:

“Ich habe gesehen, dafs es so sein muf3.”

“Ich habe gesehen, daf es so sein muf3” — so wird er berichten.

Er wird nun vielleicht im Geiste den Beweisvorgang durchlau-

fen.

Aber er sagt nicht: Ich habe gesehen, dafs das geschieht. Son-

dern: daf3 es so sein muf. Dieses “muf” bedeutet einen Zirkel.

— — — Sondern: daf$ es so sein mufs. Das zeigt, welche Art der
Lehre er aus der Szene gezogen hat. Das “mufs” zeigt, daf$ er

einen Zirkel gemacht hat.
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Ich entscheide mich dafiir, die Dinge so anzusehen. Also auch,

so & so zu handeln.

Ich denke mir, daf8 der Zuschauer selbst eine Moral aus dem

Vorgang zieht.

Es mufs so sein bedeutet, daff der Ausgang als dem Prozefs

wesentlich erklart wurde.
BB Dieses MuB zeigt daf er einen Begriff angenommen hat.
Dieses Mufs bedeutet dafi er im Kreis gegangen ist.

Statt einem naturwissenschaftlichen Satz hat er eine Begriffsbe-

stimmung von dem Vorgang abgelesen.

Begriff heifdt hier Methode. Im Gegensatz zu der Anwendung
der Methode.

B} Sich so gibt 50 und 50 100. Man hat etwa sukzessive fiinf
mal 10 zu 50 addiert.

Und man verfolgt das Anwachsen der Zahl bis sie zu 100 wird.
Hier wird natiirlich der beobachtete Vorgang ein Vorgang der
Rechnung in irgendeiner Weise (auf dem Abakus, etwa), ein

Beweis.

Die Bedeutung des “so” ist natiirlich nicht der Satz “50 + 50 =
100” sage: das gehe irgendwo vor. Es ist also nicht wie wenn ich

sage: “siehst Du so galoppiert ein Pferd” — & ihm Bilder zeige.

Man konnte aber sagen: “Siehst Du, darum sage ich ‘50 + 50 =
1007
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Oder: “Siehst Du, so erhalte ich (oder: erhdlt man) den Satz,
dafs 50 + 50 = 100 ist.”

Wenn ich nun aber sage: “Sieh’” so ergibt 3 + 2 5” & lege dabei 3
Apfel auf den Tisch & dann 2 dazu; so will ich etwa sagen: 3
Apfel & 2 Apfel geben 5 Apfel, wenn keiner wegkommt, oder
dazu kommt. — Oder man kénnte Einem auch sagen: Wenn Du
(wie ich jetzt) 3 Apfel & dann noch 2 auf den Tisch legst so
geschieht fast immer das, was Du jetzt siehst & es liegen nun 5
Apfel da. Ich will ihm etwa zeigen, dafs 3 Apfel &2 Apfel nicht
so 5 Apfel ergeben, wie sie 6 Apfel ergeben kénnen (indem
etwa plotzlich einer erscheint). Das ist eigentlich eine Erkla-
rung, Definition der Operation des Addierens. So konnte man

ja wirklich das Addieren mit dem Abakus erkldren.

“Wenn wir 3 Dinge zu 2 Dingen legen so kann das verschiede-
ne Anzahlen von Dingen ergeben. Aber als Norm sehen wir den
Vorgang an daf3 3 Dinge + 2 Dinge 5 Dinge ergeben. Siehst Du,

so schaut es aus wenn sie 5 ergeben.”

Koénnte man dem Kind nicht sagen: “Zeig mir wie 3 + 2 5 erge-
ben”. Und das Kind hitte daraufhin auf dem Abakus 3 + 2 zu

rechnen.

Wenn man das Kind im Rechenunterricht fragte “wie ergeben 3
+ 3 5?” — was soll es da zeigen? Nun, es soll offenbar 3 Kugeln

zu 2 Kugeln schieben + die Kugeln zdhlen (oder dergleichen).
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Koénnte man nicht fragen: “Zeig mir wie dieses Thema einen
Kanon gibt”. Und wer so gefragt wurde miifSte nun beweisen,
daf es einen Kanon gibt. - Man wiirde den “wie” fragen, den
man zeigen lassen will, daf$ er {iberhaupt versteht wovon hier
die Rede ist.

Und wenn das Kind nun zeigt, wie 3 + 2 5 geben, so zeigt es
einen Vorgang, der als Grund der Regel “2 + 3 = 5” betrachtet

werden kann.

Wie aber, wenn man den Schiiler fragt: “Zeig mir, wie es
unendlich viele Primzahlen gibt” — Hier ist die Grammatik
zweifelhaft! Es ginge aber an zu sagen: “Zeig mir, inwiefern

man sagen kann, es gibe unendlich viele Primzahlen”.

Wenn man sagt: “Zeig mir, daf es ...” so ist die Frage, ob es ...,
schon gestellt & nur noch “ja” oder “nein” zu sagen. Sagt man
“zeig mir, wie es ...” so ist hier das Sprachspiel, tiberhaupt, erst
zu erkldren. Man hat jedenfalls noch keinen klaren Begriff da-
von, was es mit dieser Behauptung tiberhaupt soll. (Man fragt
sozusagen: “wie kann so eine Behauptung tiberhaupt

gerechtfertigt werden?”)

Soll ich nun eine andre Antwort geben auf die Frage: “Zeig mir,

wie ...” als auf die Frage: “Zeig mir, dafs ...”?

Du ziehst aus dem Beweis eine Lehre. Wenn Du aus dem Be-
weis eine Lehre ziehst, so muf$ ihr Sinn unabhingig sein vom
Beweis, denn sonst hitte sie nie vom Beweis getrennt werden
kénnen. Ahnlich kann ich die Konstruktionslinien in einer

Zeichnung wegwischen & das Ubrige stehen lassen.
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Es ist also als bestimmte der Beweis den Sinn des bewiesenen

Satzes nicht; & doch wieder als bestimmte er ihn.
Aber ist das nicht so mit jeder Verifikation eines jeden Satzes?

Ich glaube: Nur in einem bestimmten grofien Zusammen-
hang kann man iiberhaupt sagen es gibe unendlich viele Prim-
zahlen. D.h.: Es mufs dazu schon eine ausgedehnte Technik des
Rechnens mit den Kardinalzahlen geben. Nur innerhalb dieser
Technik hat dieser Satz Sinn. Ein Beweis des Satzes gibt ihm
seinen Platz im ganzen System der Rechnungen. Und dieser
Platz kann nun auf mehr als eine Weise beschrieben werden, da

ja das ganze komplizierte System im Hintergrund doch voraus-

gesetzt wird.
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Wenn z.B. 3 Koordinatensysteme einander in bestimmter Weise
zugeordnet sind, so kann ich nun die Lage eines Punktes zu

allen dadurch bestimmen daf3 ich sie zu irgendeinem angebe.

Der Beweis eines Satzes erwdhnt ja nicht, beschreibt ja nicht,
das ganze Rechnungssystem das hinter dem Satz steht & ihm

seinen Sinn gibt.

Nimm an ein Erwachsener mit Intelligenz & Erfahrung hat nur
die ersten Elemente des Rechnens gelernt etwa die vier Grund-
rechenoperationen mit Zahlen bis zu 20. Er hat dabei auch das
Wort “Primzahl” kennen gelernt. Und diesem sagte jemand:
Ich werde Dir beweisen dafs es unendlich viele Primzahlen gibt.
Nun wie kann er es ihm beweisen? Er mufs ihm rechnen lehren.
Das ist hier ein Teil des Beweisens. Er muf3 der Frage “Gibt es

unendlich viele Primzahlen” sozusagen erst Sinn geben.

Die Philosophie hat sich mit der Versuchung des Mifdver-
stehens auseinander zu setzen, die auf dieser Stufe des Wissens
bestehen. (Auf einer andern Stufe bestehen wieder neue.) Aber

das macht das Philosophieren nicht leichter!

Ist es nun nicht absurd zu sagen, man verstehe den Sinn
des Fermatschen Satzes nicht? — Nun, man konnte antworten:
die Mathematiker stehen ja diesem Satz nicht ganz ratlos gegen-
tiber. Sie versuchen doch jedenfalls gewisse Methoden des
Beweisens; und, sofern sie Methoden versuchen, soweit verste-
hen sie den Satz. — Aber ist das richtig? Verstehen sie ihn nicht

so vollstindig als man ihn nur verstehen kann?
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Nun, nehmen wir an es wiirde sein Gegenteil bewiesen, ganz
gegen die Erwartung der Mathematiker. Man zeigt also nun, es

konne gar nicht so sein.

Aber muf$ ich denn nicht, um zu wissen, was ein Satz wie der
Fermatsche bedeutet, wissen was das Kriterium dafiir ist, dafs
der Satz wahr ist? Und ich kenne freilich Kriterien fiir die
Wahrheit dhnlicher Séitze aber kein Kriterium der Wahrheit

dieses Satzes.
‘Verstehen’ ein vager Begriff!

Erstens, es gibt so etwas wie: einen Satz zu verstehen glauben.
Und ist Verstehen ein psychischer Vorgang — warum soll er uns
so sehr interessieren? Es sei denn daf3 er erfahrungsmafiig mit

der Fahigkeit, vom Satz Gebrauch zu machen, verbunden ist.

“Zeig mir, wie ...” heif8t: zeig mir, in welchem Zusammenhang

Du diesen Satz (dieses Maschinenteil) gebrauchst.

Ich werde Dir zeigen, wie es unendlich viele Primzahlen
gibt, setzt einen Zustand voraus, in welchem der Satz, dafs es
unendlich viele Primzahlen gebe fiir den Andern keine, oder
nur die vagste Bedeutung hatte. Es mochte fiir ihn nur ein

Scherz oder ein Paradox sein.
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Wenn dieser Vorgang Dich davon iiberzeugt dann mufs er sehr
eindrucksvoll sein. — Aber ist er es? — Nicht besonders. Warum
ist er es nicht mehr? Ich glaube er wére nur dann eindrucksvoll
wenn man ihn von Grund auf erklarte. Wenn man z.B. nicht
blofs p! + 1 hinschriebe, sondern es vorher erkldrte & mit Bei-
spielen illustrierte. Wenn man also die Technik nicht als etwas

Selbstverstandliches voraussetzte sondern sie darstellte.

» >

Wir kopieren das Zeichen “2” rechts herum immer von dem
zuletzt geschriebenen. Wenn wir richtig kopieren so ist das

letzte Zeichen wieder eine Kopie des ersten.

Ein Sprachspiel
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R

Einer sagt dem Andern das Resultat voraus. Der Andre zieht
die Pfeile & ist gespannt darauf, wie sie ihn fithren werden & er
freut sich daran, wie sie ihn endlich zum vorausgesagten
Resultat hin fithren. Er reagiert etwa dhnlich darauf, wie man

auf einen Witz reagiert.

A mag das Resultat zuvor konstruiert, oder nur erraten haben.

B weif3 davon nichts & es interessiert ihn nicht.

Wenn er die Regel auch kannte, so war er ihr doch noch nie so
gefolgt. Er tut jetzt etwas Neues. Es gibt aber auch eine Neugier-
de & Uberraschung wenn man den Weg schon gegangen ist. So
kann man eine Geschichte wieder & wieder lesen, ja sie aus-
wendig wissen & dennoch immer wieder von einer bestimmten

Wendung tiberrascht sein.

Ehe ich den beiden Pfeilen

gefolgt bin
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weifs ich nicht, wie der Weg, oder die Resultante, ausschauen
wird. Ich kenne das Gesicht nicht, das ich erhalten werde. Ist es
sonderbar, daf$ ich es nicht kannte? Wie sollte ich’s denn ken-
nen. Ich hatte es ja nie gesehen! Ich kannte die Regel &
beherrschte sie, & sah das Pfeilbiischel. —

Und el hmedaf A das Restl i ]
iert hat i Y i icht_(offenbar)ei
echte Voraussage?

Warum war es aber dann keine echte Voraussage “wenn Du
der Regel folgen wirst, wirst Du dies erzeugen”? Wihrend das
gewifs eine echte Vorhersage ist: “wenn Du nach bestem Wissen
& Gewissen der Regel folgen wirst, so wirst Du ...”. Die Ant-
wort ist: das erste ist keine Voraussage weil ich auch sagen
konnte: “wenn Du der Regel folgen wirst, so mufit Du dies
erzeugen.” Es ist dann keine Voraussage, wenn der Begriff des
Folgens nach der Regel so bestimmt ist, dafd das Resultat das
Kriterium dafiir ist, ob der Regel gefolgt wurde.

A sagt: “Wenn Du der Regel folgst, wirst Du das erhalten”, oder
er sagt einfach: “Du wirst das erhalten”. Dabei zeichnet er den

resultierenden Pfeil hin.

War nun, was A sagte, in diesem Spiele eine Voraussage? Nun
zum Teufel, in gewissem Sinne: Ja! Wird das nicht besonders
klar, wenn wir annehmen, dafs die Voraussage falsch war? Eine
Voraussage war es nur dann nicht, wenn die Bedingung den
Satz zum Pleonasmus machte. A hitte sagen konnen: “Wenn
Du mit jedem Deiner Schritte einverstanden sein wirst, dann

wirst Du dahin kommen”.
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Nimm an wahrend B das Polygon zieht, verdnderten die Pfeile
des Biischels ein wenig ihre Richtung. B zieht immer einen Pfeil
parallel, so wie er in diesem Augenblick gerade ist. Er ist nun
ebenso iiberrascht & gespannt wie in dem vorigen Spiel obwohl
hier das Ergebnis nicht das einer Rechnung ist. Er hat also das

erste Spiel so aufgefafit wie das zweite.

“Wenn Du der Regel folgen wirst, wirst Du dahin gelangen” ist
darum keine Voraussage, weil dieser Satz einfach sagt “Das Re-

7”7

sultat dieser Rechnung ist ...” und das ist ein wahrer, oder
falscher math. Satz. Die Anspielung auf die Zukunft & auf

Dich ist nur Einkleidung.

Mufs denn A {iiberhaupt einen klaren Begriff davon haben ob
seine Voraussage mathematisch oder anders gemeint ist?! Er
sagt einfach “Wenn Du der Regel folgst wird ... herauskom-
men” & freut sich etwa an dem Spiel. Wenn z.B. das Vorausge-

sagte nicht herauskommt, untersucht er nicht weiter.

— ——Und diese Reihe ist durch eine Regel definiert. Oder
auch durch die Abrichtung zum Vorgehen nach der Regel. Und
der unerbittliche Satz ist, daff nach dieser Regel diese Zahl auf
diese folgt.

Und dieser Satz ist kein Erfahrungssatz. Aber warum kein Er-
fahrungssatz? Eine Regel ist doch etwas, wonach wir vorgehen
& ein Zahlzeichen aus einem andern erzeugen. Ist es also nicht

eine Erfahrung, daf} diese Regel jemand von hier dorthin fiihrt.

Und fiihrt sie ihn einmal von 4 zu 5, so vielleicht ein andermal

von 4 zu 7. Warum ist das unmoglich?
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Es fragt sich, was wir zum Kriterium des Vorgehens nach der
Regel nehmen. Ist es z.B. ein Gefiihl der Befriedigung, das den
Akt des Vorgehens nach der Regel begleitet? Oder eine Intuiti-
on (Eingebung) die mir sagt daff ich richtig gegangen bin?
Oder sind es gewisse praktische Folgen des Vorgehens, die be-
stimmen, ob ich wirklich der Regel gefolgt bin? — Dann wire es
moglich, daff 4 + 1 manchmal 5 manchmal etwas anderes
ergdbe. Es wire denkbar, d.h.: eine experimentelle Untersu-

chung wiirde zeigen, ob 4 + 1 immer 5 ergibt.

Soll es kein Erfahrungssatz sein, dafs die Regel von 4 zu 5 fiihrt,
so mufs dies, das Ergebnis, zum Kriterium dafiir genommen

werden, dafs man nach der Regel vorgegangen ist.

Die Wahrheit des Satzes, dafs 4 + 1 5 ergibt, ist also, sozusagen,
iiberbestimmt. Uberbestimmt dadurch, daf man das Resultat
der Operation zum Kriterium dafiir erkldrt, daff diese

Operation ausgefiihrt ist.

Der Satz ruht nun auf einem Fuf$ mehr, als der Erfahrungssatz
der ihm gleich lautet. Er wird zu einer Bestimmung. Und wir
koénnen ihn zu einem neuen Sprachspiel verwenden: Wir beur-
teilen ob einer der Regel richtig oder unrichtig folgt dadurch ob
er dies oder ein andres Resultat erhilt. Wir kénnen ndmlich
jetzt in anderem Sinne beurteilen, ob jemand der Regel gefolgt

ist.

4 + 1 = 5 ist daher nun selbst eine Regel nach welcher wir Vor-
gdnge beurteilen. Diese Regel ist das Ergebnis eines Vorgangs
den wir als mafigebend zur Beurteilung anderer Vorgiange an-

sehen. Dieser Vorgang ist der Beweis der Regel.
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Wie beschreibt man den Vorgang des Lernens einer Re-

gel? — Immer wenn A in die Hande klatscht soll B es auch tun.

Erinnere Dich daran, dafs die Beschreibung eines Sprachspiels

schon eine Beschreibung ist.

Ich kann jemand zu einer gleichmdifligen Tatigkeit abrichten.
Etwa dazu mit Bleistift auf Papier eine Linie dieser Art zu

ziechen: —++—+ e — o — v oo i

———Nun frage ich mich, was wiinsche ich also, dafs er tun soll?
Die Antwort ist: “Er soll immer so weiter gehen, wie ich es ihm
gezeigt habe”. Und was meine ich eigentlich damit: er solle
immer so weitergehen? Die beste Antwort die ich mir darauf
geben kann ist ein Beispiel von der Art, wie ich es gerade

gegeben habe.

Dieses Beispiel wiirde ich verwenden um ihm, aber auch mir

selbst, zu sagen, was ich unter gleichmaflig verstehe.

Wir reden & handeln. Das ist in allem, was ich sage schon vor-

ausgesetzt.

Ich sage ihm: “So ist es recht” & dieser Ausdruck ist der Trager
eines Tones einer Gebédrde. Ich lasse ihn gewdhren. Oder ich
sage: “Nein!” & halte ihn zuritick.

Heift, was ich sage, dafs ‘einer Regel folgen” undefinierbar
ist. Nein. Ich kann es doch auf unzdhlige Weisen definieren.

Nur niitzen uns hier diese Definitionen nichts.
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Ich konnte ihn nun auch einen Befehl verstehen lehren

von der Form
(—-+) > oder (—+--—) -
(Der Leser errat, was ich meine.)

Nun, was will ich, daf$ er tun soll. Die beste Antwort, die ich
mir selbst darauf geben kann, ist diese Befehle ein Stiick weit
auszufiihren. Oder glaubst Du, ein algebraischer Ausdruck

dieser Regel setze weniger voraus?
Und nun richte ich ihn dazu ab, der Regel
— e — o — et

zu folgen. Und wieder weif3 ich selbst nicht mehr dariiber was
ich von ihm will, als was mir das Beispiel selbst zeigt. Ich kann
freilich die Regel in allerlei Form paraphrasieren, aber das
macht sie nur dem verstindlicher, der schon diesen

Paraphrasen folgen kann.

So habe ich also Einem etwa das Zdhlen & Multiplizieren
im Dezimalsystem beigebracht. “365 x 428" ist ein Befehl & er
befolgt ihn, indem er die Multiplikation ausfiihrt.

Dabei bestehen wir darauf dafs der gleiche Ansatz immer das
gleiche Multiplikationsbild im Gefolge hat, also auch das glei-
che Resultat. Verschiedene Multiplikationsbilder mit dem

gleichen Ansatz erkennen wir nicht an.
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Es wird hier nun die Situation eintreten, dafs der Rechnende
Rechenfehler macht; & auch die dafs er die Rechenfehler richtig
stellt.

Ein weiteres Sprachspiel ist dieses: Er wird gefragt “wieviel ist
“365 x 428”?” Und auf diese Frage kann er zweierlei tun. Ent-
weder die Multiplikation ausfiihren, oder wenn er sie friither
schon ausgefiihrt hat, das Resultat der ersten Ausfiihrung able-

sen.

Der Begriff ‘einer Regel folgen” setzt eine Gepflogenheit
voraus. Daher wire es Unsinn, zu sagen: einmal in der Ge-
schichte der Menschheit sei jemand einer Regel gefolgt. (Habe
ein Spiel gespielt, einen Satz ausgesprochen oder einen

verstanden; u.s.f.)

Hier ist nichts schwerer, als sich nicht in Pleonasmen zu verlie-

ren & nur zu sagen, was wirklich etwas beschreibt.

Denn hier ist die Versuchung {iiberwaltigend, noch etwas zu

sagen, wenn schon alles beschrieben ist.

Es ist von der grofiten Wichtigkeit dafs zwischen den Menschen
beinahe nie ein Streit dariiber entsteht, ob die Farbe dieses Ge-
genstandes dieselbe ist wie die Farbe jenes, die Lange dieses
Stabes dieselbe wie die Lange jenes etc. Diese friedliche Uber-
einstimmung ist die charakteristische Umgebung des
Gebrauchs des Wortes “gleich”.

Und analoges muf$ man vom Vorgehen nach einer Regel sagen.
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Es bricht kein Streit dariiber aus, ob der Regel gemafs

vorgegangen wurde, oder nicht.
Es kommt dartiber z.B. nicht zu Tatlichkeiten.

Das ist das Gertist, von dem aus unsere Sprache wirkt (z.B.

eine Beschreibung gibt.)

Es sagt nun jemand, daf$ in der Kardinalzahlenreihe, die
der Regel “ + 1”7 gehorcht, welche Regel uns so & so beige-
bracht wurde, 450 auf 449 folgt. Das ist nun nicht der Erfah-
rungssatz, dafs wir von 449 zu 450 kommen wenn es uns
scheint wir hédtten die Operation + 1 auf 449 angewandt. Viel-
mehr ist es die Bestimmung wir haben diese Operation nur

dann angewandt wenn das Resultat 450 ist.

Wir haben den Erfahrungssatz (sozusagen) zur Regel verhar-
tet. Und es ist nun keine Behauptung die wir durch die Erfah-
rung priifen sondern ein Paradigma das zur Darstellung der
Erfahrung dient. Mit diesem Paradigma spielen wir nun ein

neues Sprachspiel.

Ein Urteil namlich ist “Er hat 25 x 25 gerechnet war dabei auf-
merksam & gewissenhaft & hat 615 erhalten” & ein anderes “Er
hat 25 x 25 gerechnet ..., sich aber verrechnet & statt 625 615
herausgebracht”. Aber kommen beide Urteile nicht auf das

selbe hinaus?

Der arithmetische Satz ist nicht der Erfahrungssatz: “wenn ich
das tue, so erhalte ich das” — wo das Kriterium daftir dafs ich das

tue nicht sein darf was dabei herauskommt.
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Koénnten wir uns nicht denken, dafs es beim Multiplizie-
ren hauptsachlich darauf ankdme den Geist in bestimmter Wei-
se zu konzentrieren & dafd dann zwar bei dem gleichen Ansatz
nicht immer das Gleiche herauskommt aber fiir die bestimmten
praktischen Probleme die wir 16sen wollen gerade diese Ver-

schiedenheiten des Resultats vorteilhaft waren.

Ist die Hauptsache nicht die, dafd beim Rechnen das Hauptge-
wicht darauf gelegt wird ob richtig oder falsch gerechnet
wurde & abgezogen vom psychischen Zustand etc. des Rech-

nenden?

Die Rechtfertigung des Satzes 25 x 25 = 625 ist natiirlich, dafs
das Multiplizieren von 25 mit 25 625 ergibt. Aber 25 x 25 = 625
ist nicht diese Aussage, sondern die, dafs 25 x 25 625 ergeben

soll.

Wollen wir eine Rechnung praktisch benutzen so iiberzeugen
wir uns davon dafs “richtig gerechnet” wurde, dafs das richtige
Resultat erhalten wurde. Und das richtige Resultat der
Multiplikation z.B. darf nur eins sein & hangt nicht davon ab,
was die Anwendung der Rechnung ergeben wird. Wir beurteilen
also die Fakten mit Hilfe der Rechnung ganz anders als wir es
taten wenn wir das Resultat der Rechnung nicht als etwas ein

fiir allemal bestimmtes ansahen.

Nicht Empirie, & doch Realismus in der Philosophie, das ist
das Schwerste. (Gegen Ramsey)

Du verstehst von der Regel selbst nicht mehr als Du erkldren

kannst.
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“Ich habe einen bestimmten Begriff von der Regel. Wenn
man ihr in diesem Sinne folgt, so kann man von dieser Zahl

nur zu dieser kommen.” Das ist eine spontane Entscheidung.

Warum sage ich aber “ich muff”, wenn es meine Entscheidung

ist? Ja kann ich mich denn nicht entscheiden miissen.

Heifst, dafs es eine spontane Entscheidung ist, nicht nur: So

handle ich; frage nach keinem Grunde!
Du sagst, Du mufst; aber kannst nicht sagen, was Dich zwingt.

Ich habe einen bestimmten Begriff von der Regel. Ich weif§ was
ich in jedem besonderen Fall zu tun habe. Ich weifs, d.h., ich
zweifle nicht, es ist mir offenbar. Ich sage: “selbstverstandlich”.

Ich kann keinen Grund angeben.

Wenn ich sage: “ich entscheide spontan”, so heifst das natiirlich
nicht: ich iiberlege, welche Zahl hier wohl die beste wire &

entscheide mich dann fiir ...

Wir sagen: “Zuerst muf’ richtig gerechnet sein, dann wird sich
zeigen was die Naturbetrachtung ergibt.” Die richtige Rech-
nung ist, das Schema, wonach die Phidnomene beurteilt wer-

den.

Es hat einer die Regel des Zdhlens im Dezimalsystem ge-
lernt. Jetzt vergniigt er sich damit Zahl auf Zahl der

“natiirlichen Zahlenreihe” hinzuschreiben.

Oder er befolgt den Befehl im Sprachspiel “schreibe den Nach-
folger der Zahl ... in der Reihe ... hin”. — Wie kann ich dieses
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Sprachspiel jemandem erkldren? Nun, ich kann ein Beispiel
(oder Beispiele) beschreiben. — Um zu sehen, ob er das Sprach-

spiel verstanden hat, kann ich ihn Beispiele rechnen lassen.

Wie, wenn Einer die Multiplikationstafeln, Logarithmentafeln
etc. nachrechnete, weil er ihnen nicht traute. Kommt er zu
einem andern Resultat so traut er diesem & sagt, er hitte sei-
nen Geist so auf die Regeln konzentriert, daf8 sein Resultat als
das richtige zu gelten habe. Weist man ihm einen Fehler nach,
so sagt er, er zweifle lieber an der Zuverldssigkeit seines
Verstandes & seiner Sinne jetzt, als damals wie er die Rechnung

zuerst gemacht hatte.

Wir koénnen die Ubereinstimmung in allen Fragen des Rech-
nens als gegeben annehmen. Aber macht es nun einen Unter-
schied, ob wir den Rechensatz als Erfahrungssatz oder als

Regel aussprechen?

Wiirden wir denn die Regel 252 = 625 anerkennen wenn
wir nicht Alle immer zu diesem Resultat kimen? Nun, warum
sollen wir dann nicht den Erfahrungssatz statt der Regel benut-
zen konnen? — Ist die Antwort hierauf: weil das Gegenteil des

Erfahrungssatzes nicht dem Gegenteil der Regel entspricht.
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Wenn ich Dir ein Stiick einer Reihe hinschreibe, dafs Du dann
diese Gesetzmafligkeit in ihr siehst, das kann man eine Erfah-
rungstatsache, eine psychologische Tatsache, nennen. Aber,
wenn Du dies Gesetz in ihr erblickt hast, daf$ Du dann die Reihe
so fortsetzt, das ist keine Erfahrungstatsache mehr. Aber wieso
ist es keine Erfahrungstatsache: denn “dies in ihr erblicken” war
ja doch nicht das Gleiche wie: sie so fortsetzen! Nur so kann
man sagen dies sei keine Erfahrungstatsache, dafs man den
Schritt auf dieser Stufe fiir den dem Regelausdruck

entsprechenden erklart.

Du sagst also: “Nach der Regel die ich in dieser Folge sehe, geht
es so weiter.” Nicht: erfahrungsgemafs! Sondern, das ist eben

der Sinn dieser Regel.

Ich verstehe: Du sagst: “das ist nicht erfahrungsgemafs” — ist es

aber nicht doch erfahrungsgemafs?

“Nach dieser Regel geht es so”, d.h., Du gibst dieser Regel eine
Extension. Warum kann ich ihr aber nicht heute die, morgen

jene Extension geben?

Nun ich kann es tun. Ich konnte ihr z.B. abwechselnd eine von

zwei Interpretationen geben.

Habe ich einmal eine Regel aufgefafit, so bin ich nun in
meinem Fortschreiten gebunden. Aber das heifst natiirlich nur,
ich bin in meinem Urteilen gebunden dartiiber, was der Regel

gemafs ist, & was nicht.
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Wenn ich nun eine Regel in der mir gegebenen Folge sehe; —
kann das einfach darin bestehen, daf ich, z.B., einen algebrai-
schen Ausdruck vor mir sehe? Muf$ der nicht einer Sprache an-

gehoren?

Einer schreibt eine Folge von Zahlen an. Endlich sage ich: “Jetzt
verstehe ich’s: ich muf immer — — -”. Und dies ist doch der

Ausdruck der Regel. Aber doch nur in einer Sprache!

Wann sage ich denn, ich sehe die Regel — oder eine Regel — in
dieser Folge. Wenn ich z.B. zu mir selbst iiber diese Folge in
bestimmter Weise reden kann. Aber nicht auch einfach, wenn
ich sie fortsetzen kann? Nein ich erkldre mir selbst oder einem
Andern allgemein wie sie fortzusetzen ist. Aber konnte ich
diese Erkldarung nicht blofl in Gesten geben, also ohne eine

eigentliche Sprache?

Jemand fragt mich: “was ist die Farbe dieser Blume.” Ich

"

antworte: “rot”. — Bist Du absolut sicher? Ja, absolut sicher!
Aber konnte ich mich nicht tduschen & die falsche Farbe “rot”
nennen? Nein. Die Sicherheit mit der ich die Farbe “rot” benen-
ne ist die Starrheit des MafSstabs, ist die Starrheit von der ich
ausgehe. Sie ist in meiner Beschreibung nicht in Zweifel zu
ziehen. Dies charakterisiert eben, was wir beschreiben nennen.
(Ich kann nattirlich auch hier ein Versprechen annehmen, aber

nichts anderes.)

Das Folgen nach der Regel ist am Grunde unseres Sprachspiels.

Es charakterisiert das, was wir Beschreibung nennen.
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Das ist die Ahnlichkeit meiner Betrachtung mit der Relativitéts-
theorie, daf3 sie sozusagen eine Betrachtung tiber die Uhren ist

mit denen wir die Ereignisse vergleichen.

Ist 252 = 625 eine Erfahrungstatsache? Du mochtest sagen:
“Nein”. — Warum nicht? — “Weil es nach den Regeln nicht an-
ders sein kann.” — Und warum das? — Weil das die Bedeutung
der Regeln ist. Weil das der Vorgang ist, auf dem wir alle

Urteile aufbauen.

Wenn wir die Multiplikation ausfiihren, so legen wir ein
Gesetz nieder. Was ist aber der Unterschied zwischen dem Ge-

setz & dem Erfahrungssatz: dafs wir dieses Gesetz geben?

Wenn man mich die Regel gelehrt hat, das Ornament

e

zu wiederholen & man sagt mir nun “gehe so weiter!”: wie
weifs ich, was ich das ndchste mal zu tun habe? — Nun ich tue es
mit Sicherheit, ich werde es auch zu verteidigen wissen. Nam-
lich bis zu einem gewissen Punkt. Wenn das keine Verteidi-

gung sein soll, dann gibt es keine.
“So wie ich die Regel verstehe, folgt das.”
Einer Regel folgen ist eine menschliche Tatigkeit.

Ich gebe der Regel eine Extension.
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Koénnte ich sagen: “Sieh da, wenn ich dem Befehl folge ziehe ich
diese Linie”. Nun in gewissen Fillen werde ich das sagen.
Wenn ich z.B. eine Kurve nach einer Gleichung konstruiert
habe.

“Sieh da! Wenn ich dem Befehl folge, tue ich dies!” Das soll na-
ttirlich nicht heiflen: wenn ich dem Befehl folge, folge ich dem
Befehl. Ich mufs also fiir dieses “dies” eine andere

Identifizierung haben.
“Also so sieht die Befolgung dieses Befehls aus!”

Kann ich sagen: “Erfahrung lehrt mich: wenn ich die Regel so
auffasse, daf$ ich dann das tun mufs.”? Man kann es nicht sagen

wenn ich das So-Auffassen & So-Fortsetzen als Eins betrachte .

Einer Transformationsregel folgen ist nicht problematischer als
der Regel folgen: “schreibe immer wieder das Gleiche”. Denn

die Transformation ist eine Art der Identitat.

Man konnte doch fragen: Wenn alle Menschen, die so
erzogen sind ohnehin so rechnen, oder sich doch wenigstens
auf diese Rechnung als die richtige einigen; wozu braucht man

das Gesetz?

“25? = 625” kann darum nicht der Erfahrungssatz sein, dafs die
Menschen so rechnen, weil 252 # 625 dann nicht der Satz wire
daf3 die Menschen nicht dieses, sondern ein anderes Resultat
erhalten; & auch wahr sein konnte wenn die Menschen

tiberhaupt nicht rechneten.
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Die Ubereinstimmung der Menschen im Rechnen ist keine

Ubereinstimmung der Meinungen oder Uberzeugungen.

Koénnte man sagen: “Beim Rechnen kommen Dir die Regeln un-
erbittlich vor; Du fiihlst, Du kannst nur das tun & nichts

andres, wenn Du der Regel folgen willst”?

“Wie ich die Regel sehe, verlangt sie das.” Es hangt nicht davon

ab, ob ich so, oder so gestimmt bin.

Ich fiihle daf3 ich der Regel eine Interpretation gegeben habe,
ehe ich ihr gefolgt bin; & daf$ diese Interpretation genug ist zu
bestimmen was ich im bestimmten Fall zu tun habe um ihr zu
folgen. Wenn ich die Regel so auffasse, wie ich sie aufgefafit

habe, so entspricht ihr nun diese Handlung.

“Hast Du die Regeln verstanden?” — Ja, ich hab sie verstanden.
— “Dann wende sie jetzt auf die Zahlen ... an!” — Wenn ich ihr

folgen will, habe ich nun noch eine Wahl?

Angenommen er befiehlt mir der Regel zu folgen & ich fiirchte
mich ihm nicht zu gehorchen: bin ich nun nicht gezwungen?
Aber das ist doch auch so, wenn er nur befiehlt: “bring mir

diesen Stein”. Bin ich durch diese Worte weniger gezwungen?
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Wie weit kann man die Funktion der Sprache beschrei-
ben? Wer eine Sprache nicht beherrscht, den kann ich zu ihrer
Beherrschung abrichten. Wer sie beherrscht, dem kann ich die
Art & Weise der Abrichtung in die Erinnerung rufen, oder be-
schreiben; zu einem besonderen Zweck; indem ich also schon
die Technik des Beschreibens verwende. Wie weit kann man
die Funktion der Regel beschreiben? Wer noch keine beherrscht
den kann ich nur abrichten. Aber wie kann ich mir selbst das
Wie der Regel erkldren? Das Schwere ist hier nicht bis auf den
Grund zu graben, sondern den Grund, der vor uns liegt, als

Grund zu erkennen.

Denn der Grund spiegelt uns immer wieder eine groflere Tiefe
vor, & wenn wir diese zu erreichen suchen, finden wir uns

immer wieder auf dem alten Niveau.
Unsere Krankheit ist die, erklaren zu wollen.
“Wenn Du die Regel verstehst, ist Dir die Route vorgezeichnet.”

Welche Offentlichkeit gehort wesentlich dazu, da8 ein

Spiel existiere, daf3 ein Spiel erfunden werden kann?

Welche Umgebung bedarf es, da Einer das Schachspiel (z.B.)
erfinden kann. Freilich ich konnte heute ein Brettspiel erfinden
das nie wirklich gespielt wiirde. Ich wiirde es einfach beschrei-
ben. Aber das ist nur moglich weil es schon dhnliche Spiele

gibt, d.h. weil solche Spiele gespielt werden.

Man konnte auch fragen: “Ist Regelméfiigkeit moglich ohne
Wiederholung?”

335


file:///ms-164/#90.3+91.1+92.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/90.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/91.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/92.webp
file:///ms-164/#92.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/92.webp
file:///ms-164/#92.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/92.webp
file:///ms-164/#92.4
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/92.webp
file:///ms-164/#93.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/93.webp
file:///ms-164/#93.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/93.webp
file:///ms-164/#94.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/94.webp

Ich kann wohl heute eine neue Regel geben, die nie angewendet
wurde & doch verstanden wird. Wire das aber moglich, wenn

nie eine Regel tatsachlich angewandt worden wére?

Und wenn man nun sagt, “Gentigt nicht die Anwendung in der
Phantasie?” — so ist die Antwort Nein. — (Moglichkeit einer

privaten Sprache.)
Ein Spiel, eine Sprache, eine Regel, ist eine Institution.

“Wie oft aber muf eine Regel wirklich angewandt worden sein
dafl man das Recht habe von einer Regel zu sprechen?” — Wie
oft mufs ein Mensch addiert, multipliziert, dividiert haben, daf3
man sagen konne er beherrsche die Technik dieser Rechnungs-
arten? Und damit meine ich nicht wie oft mufs er richtig
gerechnet haben um Anderen zu beweisen er kénne rechnen;

sondern: um es sich selbst zu beweisen.
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Aber konnten wir uns nicht denken, daff jemand ohne
jede Abrichtung sich beim Anblick einer Rechenaufgabe in
dem Seelenzustand befindet, der normalerweise nur das
Resultat von Abrichtung & Ubung ist? So dafi er also wiifite, er
konne rechnen, obwohl er nie gerechnet hat. (Man konnte also
scheint es sagen: die Abrichtung wire nur Geschichte, & nur
erfahrungsgemdfl zur Hervorbringung des Wissens notwen-
dig.) — Aber wenn er nun im Zustand jener Gewifsheit ist und
dann falsch multipliziert. Was soll er selbst nun sagen? Und
nehmen wir an er multiplizierte dann einmal richtig, einmal
wieder ganz falsch. — Die Abrichtung kann freilich als blofie
Geschichte vernachldssigt werden wenn er nun stets richtig
multipliziert. Aber rechnen kdnnen heifst fiir die Andern sowie

auch fiir ihn selbst: richtig rechnen.

Was wir, in einer komplizierten Umgebung “einer Regel fol-
gen” nennen, wiirden wir, wenn es isoliert dasttinde, gewif3

nicht so nennen.

Die Sprache, méchte ich sagen, bezieht sich auf eine Le-

bensweise.

Um das Phanomen der Sprache zu beschreiben, mufs man eine
Praxis beschreiben, nicht einen einmaligen Vorgang welcher Art

immer er sei.

Das ist eine sehr schwierige Erkenntnis.
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Denken wir: ein Gott erschaffe eine Welt ganz wie die unsere in
diesem Augenblick ist . Die Menschen gingen ihren verschiede-
nen Beschiftigungen nach & sprachen genau so wie wir es tun.
Einige von ihnen z.B. treiben Mathematik. Fiinf Minuten nach-
dem Gott diese Welt erschaffen hat zerstort er sie wieder.
Minuten an. Einer dieser Leute tut genau das was ein Mathe-
matiker in England tut, der gerade eine Berechnung macht. —
Sollen wir sagen, dieser zwei Minuten-Mensch rechne? Koénn-
ten wir uns nicht z.B. eine Vergangenheit & eine Zukunft zu
diesen zwei Minuten denken, die uns die Vorgdnge ganz

anders benennen lief3e.

Angenommen diese Wesen sprdachen nicht Englisch sondern
verstandigten sich anscheinend in einer Sprache die es auf der
Erde nicht gibt. Welchen Grund hidtten wir, zu sagen, sie
sprachen eine Sprache? Und doch, kénnte man nicht, was sie

tun, auch so auffassen?

Und angenommen, sie tdten etwas, was wir geneigt waren
“Rechnen” zu nennen; etwa weil es dhnlich ausschaut. — Aber
ist es rechnen; & wissen es (etwa) die Leute, die es tun, & nur

wir nicht?
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Wie weifs ich dafd die Farbe die ich jetzt sehe “griin”
heif3st? Nun, zur Bestdtigung konnte ich andere Leute fragen;
aber wenn sie mit mir nicht {ibereinstimmten wiirde ich gianz-
lich verwirrt sein & vielleicht sie oder mich fiir verriickt halten.
D.h. entweder mich nicht mehr zu urteilen trauen, oder auf das
was sie sagen nicht mehr wie auf ein Urteil reagieren. Wenn ich
ertrinke & “Hilfe!” rufe, wie weifs ich was das Wort “Hilfe”
bedeutet? Nun, so reagiere ich in dieser Situation. — Nun so
weifs ich auch was “griin” heifst & auch wie ich die Regel in

dem besondern Fall zu befolgen habe.

Ist es vorstellbar dafy das Kraftepolygon von

oo

\J

nicht so
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o

sondern anders aussieht? Nun ist es vorstellbar daf3 die Paralle-
le zu a nicht wie a’ sondern anders gerichtet aussieht? D.h.: ist
es moglich, daf$ ich nicht a’ sondern einen andern gerichteten
Pfeil als Parallele mit a anschaue? Nun, ich konnte mir z.B.
denken daf$ ich den parallelen Pfeil irgendwie perspektivisch
sehe & daher

71

parallele Pfeile nenne; & dafs es mir nicht auffillt, dafs ich eine
andere Anschauungsart gebraucht habe. So also ist es vorstell-
bar daff ich ein anderes Kriftepolygon den Pfeilen

entsprechend zeichne.

Was ist das fiir ein Satz: “das Wort ‘OBEN’ hat vier

Buchstaben”? Ist es ein Erfahrungssatz?

Ehe wir die Buchstaben gezahlt haben wissen wir es nicht.

340


file:///ms-164/#106.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/106.webp
file:///ms-164/#106.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-164/106.webp

Wer die Buchstaben des Worts ‘OBEN’ zdhlt, um zu erfahren
wieviele Buchstaben die so klingende Lautreihe hat tut ganz
dasselbe wie der, welcher zdhlt um zu erfahren wieviele Buch-
staben das dort & dort aufgeschriebene Wort hat. Der Erstere
tut also etwas was auch ein Experiment sein konnte. Und das
konnte der Grund sein, den Satz ““OBEN’ habe 4 Buchstaben”,

synthetisch a priori zu nennen.

Das Wort “Plato” hat so viele Laute wie der Drudenfuf3 Ecken.

Ist das ein Satz der Logik? — Ist es ein Erfahrungssatz?
Ist Zdhlen ein Experiment? Es kann eins sein.

Denke Dir ein Sprachspiel in dem einer die Laute von Wértern
zu zdhlen hat. Es konnte nun sein, dafd ein Wort scheinbar
immer den gleichen Klang hitte aber wenn wir seine Laute
zdahlen so kommen wir bei verschiedenen Anldssen zu ver-
schiedenen Zahlen. Es konnte z.B. sein daf3 uns ein Wort in ver-
schiedenen Zusammenhingen gleich zu lauten schien (gleich-
sam durch eine akustische Tauschung), aber beim zdhlen der
Laute ergdbe sich eine Verschiedenheit. In einem solchen Falle
werden wir etwa die Laute eines Wortes bei verschiedenen An-
lassen immer wieder zdhlen & dies wird etwa eine Art Experi-
ment sein. Anderseits kann es aber sein dafs wir die Laute von
Wortern ein fiir allemal zdhlen eine Rechnung machen & das
Resultat dieser Zdhlung verwenden. Der resultierende Satz

wird im ersten Fall zeitlich, im zweiten unzeitlich sein.
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Wenn ich die Laute des Wortes ‘Diddalus’ zdhle so kann ich

Verschiedenes als das Ergebnis betrachten:

1. Das Wort, welches dort steht oder so aussieht oder jetzt

ausgesprochen wurde oder etc. hat 7 Laute.

2. Das Lautbild “Daddalus” hat 7 Laute. Der zweite Satz ist
zeitlos. Die Verwendung der beiden Sdtze muf3

verschieden sein.

Das Zihlen ist in beiden Féllen gleich. Nur, was wir damit tun,

ist verschieden.

Die Zeitlosigkeit des zweiten Satzes ist nicht etwa ein Ergebnis
des Zidhlens, sondern der Entscheidung das Ergebnis des

Zahlens in bestimmter Weise zu verwenden.

Im Deutschen hat das Wort “Dadalus” 7 Laute. Das ist doch ein

Erfahrungssatz.

Denke es zihlte jemand die Laute von Wortern um ein Sprach-
gesetz, etwa ein Gesetz der Entwicklung der Sprache zu finden
oder zu priifen. Er sagt: “’Dadalus’ hat 7 Laute”. Dies ist ein
Erfahrungssatz. Betrachte hier die Identitit des Wortes. Das

gleiche Wort kann hier einmal die, einmal jene Lautzahl haben.

Nun sage ich Einem: “Zdhl die Laute in diesen Wortern &
schreib die Zahl zu jedem Wort!”

“Ich mochte sagen: Durch Abzdhlen der Laute des Worts kann

man einen Erfahrungssatz bekommen — aber auch eine Regel.”
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Zu sagen: “Das Wort ... hat ... Laute — & das ist zeitlos wahr” ist
eine Bestimmung tiber die Identitdt des Begriffs ‘das Wort ...".
Daher die Zeitlosigkeit.

Statt “Das Wort ... hat ... Laute — im zeitlosen Sinne” konnte

man auch sagen: “Das Wort ... hat wesentlich ... Laute”.
EBripeleqlg=peq

plqeleplqg=pvq

x|ye| ez|lu=% (x,y,zu)

Die Definitionen brauchen gar nicht Verkiirzungen zu sein,
sondern sie konnten auf andere Weise neue Zusammengeho-
rigkeiten machen. Etwa durch Klammern oder den Gebrauch

verschiedener Farben der Zeichen.

Ich kann z.B. einen Satz beweisen indem ich durch Farben an-
deute, daf3 er die Form eines meiner Axiome hat, aber durch

eine gewisse Substitution verldngert.

“Ich weifs, wie ich zu gehen habe” heifit: ich zweifle nicht,

wie ich zu gehen habe.
“Wie kann man einer Regel folgen?” So mochte ich fragen.

Wie kommt es aber, daf’ ich so fragen will, wo ich doch keiner-

lei Schwierigkeiten darin finde einer Regel zu folgen.

Wir mifiverstehen hier offenbar die Tatsachen die uns vor

Augen liegen.
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Wie kann mir das Wort “Platte” anzeigen, was ich zu tun habe,
da ich doch jede Handlung mit jeder Deutung in Einklang

bringen kann?

Wie kann ich einer Regel folgen, da doch, was immer ich tue,

als ein Folgen ausgelegt werden kann?

Was muf’ ich wissen, um dem Befehl folgen zu kénnen? Gibt es
ein Wissen, das die Regel nur so befolgbar macht. Ich muf3
manchmal etwas wissen; ich mufs manchmal die Regel deuten ehe

ich sie anwende.

Wie konnte denn der Regel im Unterricht eine Deutung gege-
ben werden die zur so & so vielten Stufe hinaufreicht? Und
wenn diese Stufe in der Erklarung nicht genannt wurde, wie
konnen wir denn tibereinstimmen dariiber was auf dieser Stufe
zu geschehen hat, da doch, was immer geschieht mit der Regel
& den Beispielen in Einklang gebracht werden kann. Es ist also,

sagst Du, tiber diese Stufen nichts gesagt worden.
Das Deuten hat ein Ende.

Es ist wahr alles liefse sich irgendwie rechtfertigen. Aber
das Phanomen der Sprache beruht auf der Ubereinstimmung
im Handeln . Es ist von der grofiten Wichtigkeit dafd wir alle,
oder die ungeheure Mehrzahl in gewissen Dingen {ibereinstim-
men. Ich kann z.B. ganz sicher sein, dafy die Farbe dieses Ge-
genstandes von den aller meisten Menschen die ihn sehen

‘griin” genannt wird.
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Es wire denkbar dafs Menschen verschiedener Stimme Spra-
chen besédfien, die alle den gleichen Wortschatz hitten, aber die
Bedeutungen der Worte wéren verschieden. Das Wort das bei
einem Stamm griin bedeutet, bedeute in der andern gleich & in
der dritten Tisch etc. Ja wir konnten uns auch denken, dafs die
gleichen Sdtze, nur mit ganzlich anderem Sinn von den Stim-
men gebraucht wiirden. Nun, ich wiirde in diesem Fall nicht

sagen, daf3 sie die gleiche Sprache sprachen.

Wir sagen, die Menschen um sich miteinander zu verstandigen
miifiten {iber die Bedeutungen der Worter miteinander tiber-
einstimmen. Aber das Kriterium fiir diese Ubereinstimmung ist
nicht nur eine Ubereinstimmung in Bezug auf Definitionen
(z.B. hinweisende Definitionen), sondern auch eine Uberein-
stimmung in Urteilen. Es ist fiir die Verstindigung wesentlich

dafl wir in einer grofSen Anzahl von Urteilen tibereinstimmen.

Das Sprachspiel (2), wie kann ich es jemandem oder mir
selbst erklaren? Wenn immer A. “Platte” ruft bringt B. diese Art
Gegenstand. — Ich konnte auch fragen wie kann ich es verste-

hen? Nun, nur sofern ich es erklaren kann.

Aber es gibt hier eine eigentiimliche Versuchung die sich darin
ausdriickt, daf$ ich sagen mochte: Ich kann es nicht verstehen,

weil die Deutung der Erkldrung im Vagen bleibt.

Das Wort “Ubereinstimmung” & das Wort “Regel” sind
mit einander verwandt, sie sind Vettern. Das Phidnomen des
Ubereinstimmens & des Handelns nach einer Regel hiangen zu-

Ssammen.
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Es konnte doch einen Hohlenmensch geben der fiir sich selbst
regelmifiige Zeichenfolgen hervorbrachte. Er unterhielte sich

z.B. damit an die Wand der Hohle zu zeichnen

Aber er folgt nicht dem allgemeinen Ausdruck einer Regel.
Und wir sagen nicht er handle regelmafiig weil wir so einen

Ausdruck bilden konnen.

Aber wenn er nun gar IT entwickelte! (Ich meine ohne einen

allgemeinen Regelausdruck.)
Nur in einer Praxis kann ein Wort Bedeutung haben.

Gewifs, ich kann mir selbst eine Regel geben & ihr dann folgen.
Aber ist es nicht nur darum eine Regel weil es analog dem ist

was im Verkehr der Menschen ‘Regel” heif3t?

Wenn eine Drossel in ihrem Gesang die gleiche Phrase stets
einige Male wiederholt, sagen wir sie gédbe sich vielleicht jedes

mal eine Regel der sie dann folgt?
oy - -

Betrachten wir sehr einfache Regeln. Der Regelausdruck sei

eine Figur, etwa die:
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& man folgt der Regel indem man eine gerade Reihe solcher

Figuren zeichnet (etwa als ein Ornament).
e e [ e

Wenn von zwei Schimpansen der eine einmal die Figur |- —| in
den Lehmboden ritzte & ein anderer darauf die Reihe |- —||- -
etc. so hitte der erste nicht eine Regel gegeben & der zweite ihr
gefolgt, was immer auch dabei im Verstand der beiden vorginge.
Beobachtete man aber z.B. das Phdnomen einer Art von Unter-
richt; eines Vormachens & Nachmachens; gegliickter & mifsg-
liickter Versuche; von Belohnung & Strafe u. dergl.; & wiirde
am Ende der so Abgerichtete Figuren, die er bis dahin nicht
gesehen hatte, wie im ersten Beispiel aneinanderreihen, so
wiirden wir wohl sagen der eine Schimpanse schreibe Regeln

die der andre befolge.

Wie aber, wenn sich schon beim ersten Male der eine
Schimpanse vorgenommen hétte diesen Vorgang zu wiederholen
den andern zu unterrichten? Nur in einer bestehenden Technik
des Handelns, Sprechens, Denkens, kann Einer sich etwas

vornehmen. (Dies ist ein grammatischer Satz.)

Es ist moglich dafs ich heute ein Kartenspiel erfinde, das aber
nie gespielt wird. Aber es heifit nichts zu sagen in der Ge-
schichte der Menschheit sei nur einmal ein Spiel erfunden wor-
den & das habe niemand gespielt. Das heifit nichts nicht weil es
psychologischen Gesetzen widerspricht; die Worte “ein Spiel
erfinden”, “ein Spiel spielen” haben nur in einer ganz

bestimmten Umgebung Sinn.
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So kann man auch nicht sagen, ein einziges Mal in der Ge-
schichte der Menschheit sei jemand einem Wegweiser gefolgt.
Wohl aber: ein einziges Mal etc. sei Einer parallel mit einem
Brett gegangen. Und jene erste Unmoglichkeit ist wieder keine

psychologische.

Die Worte “Sprache”, “Satz”, “Befehl”, “Regel”, “Rechnung”,
“Experiment”, “einer Regel folgen” beziehen sich auf eine

Technik auf eine Gepflogenheit.

Eine Vorstufe zum Handeln nach einer Regel wiére etwa die
Lust an einfachen Regelmafigkeiten, wie das Klopfen einfacher
Rhythmen oder Zeichnen oder betrachten einfacher Ornamen-
te. Man konnte jemand also abrichten dem Befehl zu folgen:

“zeichne etwas regelmafiiges”, “klopfe regelmafiig”. Und hier

wieder muf$ man sich eine bestimmte Technik vorstellen.

Du mufit Dich fragen: Unter welchen besondern Umstidnden
sagen wir es habe sich jemand “blofs verschrieben” oder “er
hitte wohl fortsetzen konnen, hat es aber absichtlich nicht
getan” oder “er hitte die Figur die er gezeichnet hat wiederho-

len wollen, sei aber nicht dazu gekommen”.

A

Der Begriff “regelmafiiges Klopfen”, “regelméafiige Figur” wird

uns so beigebracht wie “hell”, “schmutzig” oder “bunt”.
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Aber werden wir nicht von der Regel gefiihrt? Und wie
kann sie uns fithren da ihr Ausdruck doch von uns so und an-
ders gedeutet werden kann? D.h. da doch verschiedene Regel-
maéfiigkeiten ihm entsprechen. Nun wir sind geneigt zu sagen
ein Ausdruck der Regel fithre uns, wir sind also geneigt diese

Metapher zu gebrauchen.

Was ist nun der Unterschied zwischen dem Vorgang nach einer
Regel (etwa einem algebraischen Ausdruck) Zahl auf Zahl der
Reihe nach abzuleiten & diesem Vorgang: Wenn wir jemandem
ein gewisses Zeichen etwa g) zeigen so féllt ihm eine Ziffer ein;
schaut er auf die Ziffer & das Zeichen so féllt ihm wieder eine
Ziffer ein u.s.f.. Und jedes mal wenn wir dies Experiment vor-
nehmen féllt ihm die gleiche Reihe von Ziffern ein. Ist der Un-
terschied zwischen diesem Vorgang & dem Vorgehen nach der
Regel der psychologische dafs im zweiten Fall ein Einfallen
stattfindet? Konnte ich nicht sagen: Wenn er der Regel “|- —|”

folgte fiel ihm immer wieder “|- —|"ein?

Nun in unserm Fall haben wir doch Intuition, & man sagt ja
daf Intuition am Grunde des Handelns nach einer Regel ist.
Nehmen wir also an jenes, sozusagen magische Zeichen bewir-
ke die Reihe 123 123 123 etc.; ist das Zeichen dann nicht der
Ausdruck einer Regel? Nein. Das Handeln nach einer Regel
setzt das Erkennen einer Gleichmiifigkeit voraus & das Zeichen
“123 123 123 etc.” war der natiirliche Ausdruck einer Gleichma-
Bigkeit.

Nun wird man vielleicht sagen [22][22]|22| sei allerdings eine

gleichméfige Ziffernfolge aber doch nicht
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2]|22]|222]|12222|

Nun ich kénnte das eine andre Art der GleichmafSigkeit nen-

nen.

Wie aber wenn es einen Stamm gébe dessen Leute schein-
bar fiir eine Art von Regelméfiigkeit Verstandnis hétten die ich
nicht begreife. Es gdbe ndmlich bei diesen auch ein Lernen
einen Unterricht ganz analog dem im § .... Sieht man ihnen zu,
so wiirde man sagen, sie folgen Regeln, lernen Regeln folgen.
Der Unterricht bewirkt z.B. Ubereinstimmung im Handeln der
Schiiler & Lehrer. Schauen wir aber eine ihrer Figurenreihen an

so sehen wir keinerlei Regelmaéfiigkeit.

Was sollten wir nun sagen? Wir kénnten sagen: “sie scheinen ei-
ner Regel zu folgen die uns entgeht.”, aber auch “Hier haben
wir ein Phanomen des Benehmens von Menschen das wir nicht

verstehen”.

Der Unterricht im Handeln nach der Regel lafst sich beschrei-
ben, ohne Verwendung des Wortes “u.s.w.. Wohl aber wird in
dieser Beschreibung eine Geste ein Tonfall ein Zeichen die der
Lehrer beim Unterricht in bestimmter Weise gebraucht & die
die Schiiler nachahmen beschrieben werden. Es kann auch die
Wirkung dieser Ausdriicke beschrieben werden, wieder ohne
Zuhilfenahme des ‘u.s.w., also finit. Die Wirkung des “u.s.w.
wird sein, Ubereinstimmung zu erzeugen {iber den Unterricht
hinaus. Es wird also so bewirkt dafs wir Alle oder fast Alle

gleich zdhlen & gleich rechnen.
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Man konnte sich aber auch den Unterricht ohne das ‘u.s.w.
denken. Die Leute aber wenn sie aus der Schule kdmen wiirden
dennoch alle gleich & iiber die Beispiele im Unterricht hinaus,

rechnen.

Wie, wenn der Unterricht aber eines Tages nicht mehr

Ubereinstimmung bewirkte?

Konnte es Arithmetik ohne Ubereinstimmung der Rechnenden

geben?

Konnte ein Mensch allein rechnen? Konnte Einer allein einer

Regel folgen?

Sind diese Fragen etwa dhnlich der: “Kann einer allein Handel

treiben?”

Es hat nur dann Sinn zu sagen “u.s.w.” wenn “u.s.w.” verstan-
den wird. D.h., wenn der Andere eben so gut fortsetzen kann

wie ich, d.h., ebenso fortsetzt wie ich.
Konnten zwei Menschen miteinander Handel treiben?

Wenn ich sage: “wenn Du der Regel folgst muf§ das her-
auskommen” so heifst das nicht: es muf3, weil es immer heraus-
gekommen ist; sondern: dafd es herauskommt ist eine meiner

Grundlagen.

Was herauskommen muf ist eine Grundlage, die ich nicht an-

taste.
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Bei welcher Gelegenheit wird man sagen: “wenn Du der Regel
folgst mufl das herauskommen”? Es kann das eine mathemati-
sche Erkldarung sein etwa auf einen Beweis hin, dafy ein be-
stimmter Weg keine Abzweigung hat. Es kann auch sein dafd
man es jemand sagt um ihm das Wesen der Regel einzuprégen,

um ihm etwa zu sagen: “Du machst ja hier kein Experiment”.

“Ich weifs doch bei jedem Schritt absolut, was ich zu tun
habe; was die Regel von mir fordert. Die Regel, wie ich sie
auffasse. Ich denke nicht hin & her. Das Bild der Regel macht es
klar, wie das Bild der Reihe fortzusetzen ist. Ich weifs doch bei
jedem Schritt, was ich zu tun habe. Ich sehe es ganz klar vor
mir. Es mag langweilig sein, aber es ist kein Zweifel, was ich zu
tun habe.” Woher diese Sicherheit? Aber warum frage ich dies?
Ist es nicht genug, dafd diese Sicherheit existiert. Wozu brauche
ich noch eine Quelle fiir sie? (Und Ursachen fiir sie kann ich ja

angeben.)

Wenn jemand dem nicht zu gehorchen wir uns fiirchten uns
befiehlt der Regel ..., die wir verstehen zu folgen, so werden
wir ohne jedes Bedenken Zahl auf Zahl hinschreiben. Und dies

ist eine typische Art, wie wir auf eine Regel reagieren.

“Du weifst schon, wie das ist”; “Du weif$t schon, wie es weiter
geht.”

Ich kann mir jetzt vorsetzen der Regel (- - —) — zu folgen. So:

Aber es ist merkwiirdig, dafs ich die Bedeutung der Regel dabei

nicht verliere. Denn wie halte ich sie fest? Aber — wie weif3 ich
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dafs ich sie festhalte, dafd ich sie nicht verliere?! Es hat gar
keinen Sinn zu sagen ich hielte sie fest, wenn es nicht ein
dufleres Merkmal dafiir gibt. (Wenn ich durch den Weltraum

fiele konnte ich etwas halten aber es nicht stille halten.)

Die Sprache ist eben ein Phanomen des menschlichen Beneh-

mens.

Der Eine macht eine gebietende Handbewegung, als woll-
te er sagen “geh!”. Der Andre mit dem Ausdruck der Furcht
schleicht sich fort. Konnte ich diesen Vorgang, auch wenn er

nur einmal geschédhe, nicht “Befehlen und Gehorchen” nennen?

Was soll das heiffen: “Kénnte ich den Vorgang ... nennen”?
Man konnte natiirlich gegen jene Benennung einwenden, es
waére sehr wohl denkbar dafd bei andern Menschen als bei uns
eine ganz andere Gebarde dem “Geh fort!” entspricht & dafs
etwa unsere Gebdrde fiir diesen Befehl bei ihnen die Bedeu-
tung unseres Darreichens der Hand zum Freundschaftszeichen
hat. Und welche Deutung man einer Gebdrde zu geben hat
hédnge von andern Handlungen ab die der Gebarde vorangehen

& folgen.

Wie wir das Wort “Befehlen” & “Gehorchen” verwenden sind
Gebérden so wie Worter in einem Netz mannigfaltiger Bezie-
hungen verschlungen. Konstruiere ich nun einen vereinfachten
Fall, so ist es nun nicht klar ob ich dies Phidnomen noch

“befehlen” & “gehorchen” nennen soll.
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Wir kommen zu einem fremden Volksstamm dessen Sprache
wir nicht verstehen. Unter welchen Umstdnden werden wir sa-
gen sie hitten einen Hauptling? Was wird uns veranlassen zu
sagen dieser sei der Hauptling auch wenn er drmlicher geklei-
det ist als andere? Ist unbedingt der der Hauptling dem die

Andern gehorchen?

Was ist der Unterschied zwischen falsch schliefen & nicht
schliefen; zwischen falsch addieren & nicht addieren. Uberlege
Dir das.

Was Du sagst scheint darauf hinauszukommen, daf} die
Logik zur Naturgeschichte des Menschen gehort. Und das ist

nicht vereinbar mit der Harte des logischen Mufs.

Aber das logische “muf3” ist ein Bestandteil der Satze der Logik
& diese sind nicht Sdtze der menschlichen Naturgeschichte.
Sagte ein Satz der Logik: die Menschen stimmen in der & der
Weise miteinander iiberein (& das wére die Form des naturge-
schichtlichen Satzes), dann sagte sein Gegenteil, es bestehe hier
ein Mangel an Ubereinstimmung. Nicht, es bestehe eine

Ubereinstimmung anderer Art.

Die Ubereinstimmung der Menschen die der Logik wesentlich
ist, ist nicht eine Ubereinstimmung in den Meinungen. ge-

schweige denn von Meinungen {iiber die Fragen der Logik.
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VIl

Einer Regel folgen ist ein bestimmtes Sprachspiel. Wie kann
man es beschreiben? Wann sagen wir, er habe die Beschreibung
verstanden? — Wir tun dies & das; wenn er nun so & so reagiert,
hat er das Spiel verstanden. Und dieses ‘dies & das” & “so & so’
enthélt kein “und so weiter”. — Oder: verwendete ich bei der
Beschreibung ein “und so weiter” & wiirde ich gefragt, was das
bedeutet, miifite ich es wieder durch eine Aufzdhlung von Bei-
spielen erkldren; oder etwa durch eine Geste. Und ich wiirde es
dann als Zeichen des Verstandnisses ansehen, wenn er die Ges-
te etwa mit einem verstdndnisvollen Gesichtsausdruck wieder-

holte, & in speziellen Fillen so & so handelte.
08.06.1941

Die Rolle der Sitze, die von den Mafien handeln & nicht “Erfah-
rungssadtze’ sind. — Jemand sagt mir: ‘Diese Strecke ist 240 Zoll
lang’. Ich sage: ‘Das sind 20 Fufs, also ungefdhr 7 Schritte &
habe nun einen Begriff von der Liange erhalten. — Die Umfor-

mung beruht auf arithmetischen Sitzen & auf dem Satz, dafs 12
Zoll = 1 Fufs ist.
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Diesen letzteren Satz wird niemand fiir gewohnlich, als Erfah-
rungssatz aussprechen. Man sagt er driickt ein Ubereinkom-
men aus. Aber das Messen wiirde seinen gegenwirtigen Cha-
rakter ginzlich dndern, wenn nicht, z.B., die Aneinanderrei-
hung von 12 Zollstticken fiir gewohnlich eine Lange ergibe, die

sich wieder besonders aufbewahren 1413t.

Muf8 ich darum sagen, der Satz “12 Zoll = 1 Ful” sage alle
diese Dinge aus, die dem Messen seine gegenwirtige Pointe ge-

ben?

Nein. Der Satz ruht in einer Technik. Und, wenn Du willst, in
den physikalischen und psychologischen Tatsachen, die diese
Technik moéglich machen. Aber darum ist sein Sinn nicht diese
Bedingungen auszusprechen. Das Gegenteil jenes Satzes, ‘12
Zoll # 1 Fufs’ sagt nicht, daf} die Mafstdbe nicht starr genug
sind, oder wir nicht Alle in gleicher Weise zdhlen & rechnen.

Der Satz ruht in einer Technik, beschreibt sie aber nicht.

Der Satz spielt die typische (damit aber nicht einfache) Rol-
le der Regel.

Ich kann mittels des Satzes 12 Zoll = 1 Fufs eine Voraussage
machen; namlich daff 12 zoll-lange Stiicke Holz aneinander ge-
legt sich gleichlang mit einem auf andere Weise gemessenen
Stiick erweisen wird. Also ist der Witz jener Regel etwa, dafs
man mittels ihrer gewisse Voraussagen machen kann. Verliert

sie nun dadurch den Charakter der Regel? —
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Warum kann man jene Voraussage machen? Nun, — alle Maf3-
stdbe sind gleich gearbeitet; sie verdndern ihre Langen nicht
betrachtlich; Stiicke Holz, die man auf einen Zoll oder Fuf3 zu-
geschnitten hat, tun dies auch nicht; unser Gedéchtnis ist gut
genug, damit wir beim Zahlen bis ‘12" Ziffern nicht doppelt

nehmen & nicht auslassen; u.a..

Aber kann man denn nun nicht die Regel durch einen Erfah-
rungssatz ersetzen, der sagt, dafs Mafsstdbe so & so gearbeitet
sind, dafd Leute sie so handhaben? Man gébe etwa eine ethnolo-

gische Beschreibung des Messens.

Nun es ist offenbar, dafs diese Darstellung die Funktion einer

Regel tibernehmen konnte.

Wer einen math. Satz weif3, soll noch nichts wissen. Ist Verwir-
rung in unserm Rechnen, rechnet jeder anders & einmal so,
einmal so, so liegt noch kein Rechnen vor; stimmen wir iiber-
ein, nun dann haben wir nur unsre Uhren reguliert, doch noch
keine Zeit gemessen. Wer einen math. Satz weifs, soll noch
nichts wissen. D.h., der math. Satz soll nur das Gertist liefern

fiir eine Beschreibung.

Wie kann die blofle Umformung des Ausdrucks von

praktischer Konsequenz sein?

Daf3 ich 25 x 25 Niisse habe, 1413t sich verifizieren indem ich 625
Niisse zdhle, aber es lafst sich auch auf andre Weise herausfin-
den, die mit der Zahlangabe ‘25 x 25" ndher verkniipft ist. Und
es ist natiirlich die Verkniipfung dieser beiden Arten der

Zahlbestimmung, in der ein Zweck des Multiplizierens ruht.
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09.06.1941

Die Regel ist, als Regel, losgelost, & steht, sozusagen, selbst-
herrlich da; obschon, was ihr Wichtigkeit gibt, die Tatsachen
der tdglichen Erfahrung sind.

Was ich zu tun habe, ist, sozusagen, das Amt eines Konigs zu
beschreiben: wobei ich nun nicht in den Fehler verfallen darf,
sein Amt aus dessen Niitzlichkeit zu erkldaren, noch die

Niitzlichkeit aufler Acht zu lassen.

Ich richte mich beim praktischen Arbeiten nach dem Resultat

der Verwandlung des Ausdrucks.

Wie kann ich dann aber noch sagen, dafs es dasselbe heifst, ob
ich sage “hier sind 625 Niisse”, oder “hier sind 25 x 25 Niisse”?

Wer den Satz “hier sind 625 ...” verifiziert, verifiziert dadurch
auch “hier sind 25 x 25 ...”; u.u.. Doch steht die eine Form einer

Art der Verifikation, die andre einer andern niher.

Wie kannst Du sagen, dafs “... 625 ...” & “...25 x 25 ...” dasselbe

sagen? — Erst durch unsere Arithmetik werden sie eins.

Ich kann einmal die eine, einmal die andere Art der Beschrei-
bung, durch Zihlen z.B., erhalten. D.h., ich kann jede der
beiden Formen auf jede Art erhalten; aber auf verschiedenem
Weg.
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Man kénnte nun fragen: Wenn der Satz “...625 ...” einmal so,
einmal anders verifiziert wurde, sagte er da beidemale dassel-
be? Oder: Was geschieht, wenn eine Methode des Verifizierens
‘625’, die andre nicht 25 x 25" ergibt? — Ist da “... 625 ...” wahr
& “..25 x 25 ...” falsch? Nein! — Das eine anzweifeln heif3t, das
andre anzweifeln: Das ist die Grammatik, die unsre Arithmetik

diesen Zeichen gibt.

Wenn die beiden Arten des Zahlens als Begriindung einer Zahl-
angabe gebraucht werden, dann ist nur eine Zahlangabe, wenn
auch in verschiedenen Formen, vorgesehen. Dagegen kann
man ohne Widerspruch sagen: “Mir kommt bei der einen Art
des Zdhlens 25 x 25 [& also 625] heraus, bei der anderen nicht
625 [also nicht 25 x 25]”. (Die Arithmetik hat hiergegen keinen

Einwand.)

Daf3 die Arithmetik die beiden Ausdriicke einander gleichsetzt,
ist, konnte man sagen, ein grammatischer Trick. Sie sperrt
damit eine bestimmte Art der Beschreibung ab & leitet sie in
andere Kanile. (Und daff dies mit den Tatsachen der Erfahrung

zusammenhangt braucht nicht erst gesagt zu werden.)
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Nimm an, ich habe jemand multiplizieren gelehrt, aber
nicht mit Hilfe einer ausgesprochenen allgemeinen Regel, son-
dern nur dadurch daf er sieht wie ich ihm Beispiele vorrechne.
Ich kann ihm dann eine neue Aufgabe anschreiben, & sagen:
“mach dasselbe mit diesen beiden Zahlen, was ich mit den frii-
heren getan habe”. Aber ich kann auch sagen: “Wenn Du mit
diesen beiden machst, was ich mit den andern gemacht habe,
so wirst Du zu der Zahl ... kommen”. Was ist das fiir ein Satz?
“Du wirst das & das schreiben” ist eine Vorhersage. “Wenn Du
das & das schreiben wirst, wirst Du’s so gemacht haben, wie
ich Dir's gezeigt habe’ bestimmt, was er “seinem Beispiel

folgen” nennt.

‘Die Losung dieser Aufgabe ist ...” — Wenn ich das lese, ehe ich

die Aufgabe gerechnet habe, — was ist das fiir ein Satz?

“Wenn Du mit diesen Zahlen machst, was ich Dir mit den an-
dern vorgemacht habe, wirst Du ... erhalten” — das heifst doch:
‘Das Resultat dieser Rechnung ist ...” — & das ist keine Vorher-
sage, sondern ein mathematischer Satz. Aber es ist dennoch
auch eine Vorhersage! — Eine Vorhersage besonderer Art. Wie
der, der am Ende findet dafs sich beim Addieren der Kolumne
wirklich das & das ergibt, wirklich tiberrascht sein kann; z.B.
ausrufen kann: ja, bei Gott, es kommt heraus! Denke Dir nur
diesen Vorgang des Vorhersagens & der Bestitigung als ein be-
sonderes Sprachspiel — ich meine: isoliert von dem Ubrigen der

Arithmetik & ihrer Anwendung.

11.06.1941
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Was ist an diesem Vorhersagespiel so sonderbar? Was mir son-
derbar erscheint, wiirde entfernt, wenn die Vorhersage lautete:
“Wenn Du glauben wirst, meinem Beispiel gefolgt zu sein,
wirst Du das herausgebracht haben.” , oder: “Wenn Dir alles
richtig scheinen wird, wird das das Resultat sein.” Dies Spiel
konnte man sich (z.B.) mit dem Eingeben eines bestimmten
Giftes verbunden denken, & die Vorhersage wire, dafs die In-
jektion unsere Fahigkeiten, unser Gedéchtnis z.B., in der & der
Weise beeinflufst. — Aber, wenn wir uns das Spiel mit dem Ein-
geben eines Giftes denken konnen, warum nicht mit dem Ein-
geben eines Heilmittels? Aber auch dann kann das Schwerge-
wicht der Vorhersage noch immer darauf ruhen, dafs der gesun-
de Mensch das als Resultat ansieht. Oder vielleicht: daf8 den

gesunden Menschen das befriedigt.

“Folge mir, so wirst Du das herausbringen.” heifit natiirlich
nicht: “Folge mir, dann wirst Du mir folgen” — noch: “Rechne so
dann wirst Du so rechnen”. — Aber was heifit “Folge mir”? Im

Sprachspiel kann es einfach ein Befehl sein: “Folge mir jetzt!”.

Was ist der Unterschied zwischen den Vorhersagen: “Wenn Du
richtig rechnest, wirst Du das erhalten” — &: “Wenn Du glauben
wirst, daff Du richtig rechnest, wirst Du das erhalten”? Wer sagt
nun, dafd in meinem obigen Sprachspiel die Vorhersage nicht
eben das letztere bedeutet? Es scheint, sie bedeutet das nicht —
— aber wie zeigt sich das? Frage Dich unter welchen Umstinden
wiirde die Vorhersage das eine, unter welchen das andere vor-
herzusagen scheinen. Denn es ist klar: es kommt hier auf die

tibrigen Umstdnde an.
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Wer mir vorhersagt, daf3 ich das herausbringen werde, sagt der
nicht eben vorher dafd ich dieses Resultat fiir richtig halten
werde? — “Aber” — sagst Du vielleicht — “nur eben weil es
wirklich richtig ist!” — Aber was heifst das: “Ich halte die Rech-

nung fiir richtig weil sie richtig ist”?

Und doch kann man sagen: In meinem Sprachspiel denkt der
Rechnende nicht daran, dafs die Tatsache, daf er dies heraus-
bringt, eine Eigentiimlichkeit seines Wesens ist; die Tatsache er-
scheint ihm nicht als eine psychologische. Eher stelle ich mir
ihn unter dem Eindruck vor, dafs er nur einem bereits vorhan-
denen Faden gefolgt ist. Und das Wie des Folgens als eine
Selbstverstandlichkeit hinnimmt; & nur eine Erkldrung seiner

Handlung kennt, ndmlich: den Lauf des Fadens.

Er 148t sich allerdings ablaufen, indem er der Regel, oder den
Beispielen folgt, aber was er tut betrachtet er nun nicht als Be-
sonderheit seines Ablaufs, er sagt nicht: “also so bin ich abgelau-

fen”, sondern: “also so lauft es ab”.

Aber wenn nun Einer dennoch am Ende der Rechnung in
unserm Sprachspiel sagte: “also so bin ich abgelaufen!” — oder:
“also dieser Ablauf befriedigt mich!” — Kann ich nun sagen, er
habe das (ganze) Sprachspiel mifSverstanden? Doch gewif3
nicht! Wenn er nicht sonst eine unerwiinschte Anwendung von

ihm macht.

Ist es nicht die Anwendung der Rechnung die jene Auffas-

sung hervorruft, dafy die Rechnung ablduft und nicht wir?
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Die verschiedenen ‘Auffassungen’ miissen verschiedenen

Anwendungen entsprechen.

Denn es ist allerdings ein Unterschied dazwischen: tiberrascht
zu sein, dafs ich davon befriedigt bin; tiberrascht zu sein, dafs
die Ziffern auf dem Papier sich so zu benehmen scheinen; &
tiberrascht zu sein dartiiber, dafs das herauskommt. Aber in je-

dem Fall sehe ich die Rechnung in anderm Zusammenhang.

Ich rede von dem Gefiihl des ‘Herausbekommens’, wenn wir
etwa eine ldngere Kolumne von Zahlen verschiedener Gestalt
addieren & so eine Zahl wie 1000000 herauskommt, wie uns
zuvor gesagt worden war. “Ja, bei Gott, wieder eine Null -
sagen wir. “Man sdhe es den Zahlen nicht an -”, kénnte ich

auch sagen.

Wie wire es, wenn wir sagten— statt: ‘6 x 6 ergibt 36" — : ‘Das
Ergeben der Zahl 36 durch 6 x 6’? — Den Satz ersetzen durch
einen substantivischen Ausdruck. (Der Beweis zeigt das Erge-
ben.)

Warum willst Du die Mathematik immer unter dem Aspekt

des Findens & nicht des Tuns betrachten?

Von grofiem Einflusse muf3 es sein, dafs wir die Worter “rich-
tig” & “wahr” & “falsch” & die Form der Aussage im Rechnen
gebrauchen. (Kopfschiitteln & Nicken)

Warum soll ich sagen, dafs das Wissen, dafs alle Menschen, die
rechnen gelernt haben, so rechnen, kein mathematisches Wissen

ist? Weil es auf einen andern Zusammenhang hindeutet.
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Ist also Berechnen, was Einer durch Rechnung herauskriegen
wird, schon angewandte Mathematik? — & also auch: Berech-

nen, was ich selbst herauskriegen werde?
B 13.06.1941

Es ist ja gar kein Zweifel, dafs math. Sdtze in gewissen Sprachspie-
len die Rolle von Regeln der Darstellung spielen, im Gegensatz

zu Sétzen der Darstellung.

Aber das sagt nicht, daff dieser Gegensatz nicht nach allen
Richtungen hin abféllt. Und das wieder nicht, dafs der Gegen-
satz nicht von der grofiten Wichtigkeit ist.

Das piédestal der Mathematik, ist die Rolle, welche ihre Sitze

in unsern Sprachspielen spielen.

Was der math. Beweis demonstriert wird als interne Relation

hingestellt & dem Zweifel entzogen.

Was ist einem mathematischen Satz & einem mathemati-
schen Beweis gemein, daf} sie beide “mathematisch” heifien?
Nicht, dafs der math. Satz mathematisch bewiesen sein mufs;
nicht, daf$ der math. Beweis einen math. Satz beweisen mufs.
Was hat der unbewiesene Satz (das Axiom) mathematisches?

(&) was hat er gemein mit einem mathematischen Beweis?

Soll ich antworten: ‘Die Schlufiregeln des math. Beweises sind
immer math. Sdtze’? Oder: ‘Math. Sitze & Beweise dienen dem

SchlieSen’? Das wére schon ndher dem Wahren.
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BB Der Beweis mug eine interne Relation etablieren, nicht eine
duflere. Denn wir konnten uns auch einen Vorgang der
Transformation eines Satzes durchs Experiment denken & eine,
die zum Vorhersagen des vom transformierten Satz Behaupte-
ten beniitzt wiirde. Man koénnte sich z.B. (ganz gut) denken,
dafs Zeichen durch hinzulegen anderer Zeichen sich solcherma-
Ben verschoben, dafs sie eine wahre Vorhersage bilden auf der
Grundlage der in ihrer Anfangslage ausgedriickten Bedingun-
gen. Ja, wenn Du willst, kannst Du den rechnenden Menschen

als einen Apparat dieser Art betrachten.

Denn, daf ein Mensch das Resultat errechnet, in dem Sinne: daf3
er nicht gleich das Resultat, sondern erst verschiedenes anderes
hinschreibt, macht ihn nicht weniger zu einem physikalisch-
chemischen Hilfsmittel, eine Zahl zu erzeugen, wenn gewisse

andere ihm zugebracht werden.

Ich miifite also sagen: Der bewiesene Satz ist nicht: diejenige
Zeichenfolge, welche der so & so abgerichtete Mensch unter

den & den Umstdnden erzeugt.
14.06.1941

Wenn wir den Beweis so betrachten, dndert sich, was wir erbli-
cken, ganzlich. Die Zwischenstufen werden ein uninteressantes
Nebenprodukt. (Wie im Innern des Automaten ein Gerdusch,

ehe er uns die Ware zuwirft.)

B} Wir sagen: der Beweis sei ein Bild. Aber dies Bild bedarf
doch der Approbation, die wir ihm (ndmlich) beim

Nachrechnen erteilen. —
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Wohl wahr; aber wenn es von dem Einen die Approbation er-
hielte, von dem Andern nicht & sie sich nicht verstindigen
konnten — hitten wir dann ein Rechnen? Also ist es nicht die
Approbation allein, die es zur Rechnung macht, sondern die

Gleichheit der Approbationen.

Denn es liefle sich ja auch ein Spiel denken, in welchem Men-
schen durch Ausdriicke, etwa dhnlich denen allgemeiner Re-
geln, angeregt, fiir bestimmte praktische Aufgaben, also ad hoc,
sich Zeichenfolgen einfallen lassen, & dafd sich dies sogar be-
wdhrte. Und hier brauchen die ‘Rechnungen’, wenn man sie so
nennen wollte, nicht miteinander ibereinstimmen. (Hier

konnte man von ‘Intuition” reden.)

Die Ubereinstimmung der Approbationen ist die Vorbedin-

gung unsers Sprachspiels, sie wird nicht in ihm konstatiert.
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Wenn die Rechnung ein Experiment ist & die Bedingungen sind
erfiillt dann miissen wir als Ausgang nehmen, was kommt; &
wenn die Rechnung ein Experiment ist, so ist der Satz, daf’ sie
das & das ergibt, doch der Satz, dafs unter solchen Bedingun-
gen diese Art von Zeichen entsteht. Und entsteht also unter
diesen Bedingungen einmal ein, einmal ein anderes Resultat, so
darf man nun nicht sagen “da stimmt etwas nicht”, oder “beide
Rechnungen kénnen nicht in Ordnung sein”, sondern man
miifite sagen: diese Rechnung ergibt nicht immer das gleiche
Resultat (warum, mufs nicht bekannt sein). Aber obwohl der
Vorgang nun ebenso interessant, ja vielleicht noch interessanter
ist, haben wir nun keine Rechnung mehr. Und das ist natiirlich
wieder eine grammatische Bemerkung iiber den Gebrauch des
Wortes “Rechnung”. Und natiirlich hat diese Grammatik eine

Pointe.

Was heifdt es, sich iiber einen Unterschied im Resultat einer
Rechnung verstindigen? Es heifit doch, zu einem gleichférmigen
Rechnen zu gelangen. Und kann man das nicht so kann nun Ei-
ner nicht sagen, der Andre rechne auch; nur eben mit anderen

Ergebnissen.

Wie ist es nun, — soll ich sagen: Der gleiche Sinn kénne
nur einen Beweis haben? Oder: wenn ein Beweis gefunden
wird, dndere sich der Sinn? Freilich wiirden Einige sich dage-
gen wehren, sagen: ‘So kann man also nie den Beweis eines Sat-
zes finden, denn, hat man ihn gefunden, so ist er nicht mehr

Beweis dieses Satzes.” Aber das sagt noch gar nichts. —
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Es kommt eben darauf an, was den Sinn des Satzes festlegt.
Wovon wir sagen wollen, es lege den Sinn des Satzes fest. Der
Gebrauch mufs ihn festlegen. Aber was rechnen wir zum
Gebrauch? -

16.06.1941

Die Beweise beweisen denselben Satz, heifst etwa: beide erwei-
sen ihn fiir uns als ein brauchbares Instrument zu dem Glei-

chen.
Und der Zweck ist eine Anspielung auf Auflermathematisches.

Ich sagte einmal: “Wenn Du wissen willst, was ein math. Satz
sagt, sieh’, was sein Beweis beweist. Nun, ist darin nicht Wahres
& Falsches? Ist der Sinn, der Witz, eines math. Satzes wirklich

klar, wenn man nur seinen Beweis versteht?

Dem Russellschen “~f (f)” fehlt vor allem die Anwendung, &
daher der Sinn. Wendet man diese Form aber dennoch an,
dann ist nicht gesagt, dafs “f(f)" ein Satz in irgendeinem ge-
wohnten Sinn sein muf3, oder ‘f ()’ eine Satzfunktion. Denn
der Begriff des Satzes, aufSer der des Satzes der Logik, ist ja
durch Russell nur in allgemeinen, herkémmlichen Ziigen er-
klart. Man sieht hier auf die Sprache, ohne auf das Sprachspiel

zu sehen.

Wenn wir von verschiedenen Bilderreihen sagen, sie demons-
trierten, z.B., dafd 25 x 25 = 625, so ist leicht genug zu erkennen,

was den Ort dieses Satzes fixiert, den beide Wege erreichen.
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Der andre Beweis reiht den Satz in eine neue Ordnung ein;
dabei findet oft ein Ubersetzen einer Art von Operation in eine
ganzlich andere statt. Wie wenn wir Gleichungen in Kurven
tibertragen. Und dann sehen wir etwas fiir die Kurven ein &

dadurch fiir die Gleichungen.

Aber mit welchem Rechte iiberzeugen wir uns durch einen Ge-
dankengang, der dem Gegenstand unsrer Gedanken scheinbar
ganz heterogen ist? Nun, unsre Operationen liegen jenem Ge-
genstand auch nicht ferner, als, etwa, das Dividieren im Dezi-
malsystem, dem verteilen von Niissen. Besonders, wenn man
sich vorstellt (was man leicht kann) dafl jene Operation ur-
spriinglich zu einem andern Zweck als dem des Teilens u.

dergl. erfunden worden wire.

Fragst Du: “Mit welchem Recht?” so ist die Antwort: Vielleicht
mit gar keinem. — Mit welchem Recht sagst Du, daf} die Fortset-
zung dieses Systems mit jenem immer parallel laufen wird? (Es
ist als ob Du Zoll & Fuf$ beide als Einheit festsetztest & behaup-

tetest, 12n Zoll werden immer mit n Fuf$ gleich lang sein.)
17.06.1941

Wenn zwei Beweise denselben Satz beweisen, so kann man sich
allerdings Umstdnde denken, in denen die ganze diese Beweise
verbindende Umgebung wegfiele, sodaf sie allein & nackt da-
stiinden & kein Grund vorhanden wiére, zu sagen sie hétten
eine gemeinsame Pointe, sie bewiesen denselben Satz. Man
muli$ sich nur denken, daf$ die Beweise ohne den, sie beide um-
hiillenden & verbindenden, Organismus der Anwendungen,

sozusagen nackt & und blof3, dastiinden. (Wie zwei Knochen
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aus dem ungeheuer mannigfachen Zusammenhang des Orga-
nismus gelost; in dem allein wir gewohnt sind, an sie zu den-
ken.)

Nimm an, man rechnete mit Zahlen & verwendet manch-
mal auch die Division durch Ausdriicke von der Form (n — n),
& erhielte auf diese Weise hie & da andere als die normalen
Resultate des Multiplizierens, etc. Das store aber niemand. —
Vergleiche damit: Man legt Listen, Verzeichnisse, von Personen
an, aber nicht wie wir es tun, alphabetisch; & so kommt es, daf3
der gleiche Name in mancher Liste ofters als einmal figuriert. —
Aber nun kann man annehmen, daf8 das niemandem auffallt;
oder, daf8 die Leute es sehen, es ihnen aber weiters nichts
macht. Wie man Leute eines Stammes denken konnte, die,
wenn sie Miinzen zur Erde fallen lassen, es nicht der Miihe
Wert halten sie aufzuheben. (Sie haben dann etwa eine Redens-

art: “Es gehort den Andern” oder dergleichen.)

Nun aber dndert sich die Zeit, & die Menschen fangen an (zu-
erst nur wenige) Exaktheit zu fordern. Mit Recht, mit Unrecht?
— Waren die fritheren Verzeichnisse nicht eigentlich Verzeich-

nisse? —

Sagen wir, wir erhielten manche unsrer Rechenresultate durch
einen versteckten Widerspruch. Nun — sind sie dadurch illegi-
tim? — Aber wenn wir nun solche Resultate durchaus nicht an-
erkennen wollen & doch fiirchten, es konnten welche durchsch-
liipfen. — Nun dann haben wir also eine Idee die einem neuen
Kalkiil als Vorbild dienen soll. Wie man die Idee zu einem Spiel

haben kann.
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Der R’sche Widerspruch ist nicht, weil er ein Widerspruch ist,
beunruhigend, sondern weil das ganze Gewéchs, dessen Ende
er ist, ein Krebsgewichs ist, das zweck- & sinnlos aus dem

normalen Korper herauszuwachsen scheint.

Kann man nun sagen: “Wir wollen einen Kalkiil, der uns

sicherer die Wahrheit sagt”?
18.06.1941

Aber Du kannst doch einen Widerspruch nicht gelten lassen! —
Warum nicht? Wir gebrauchen ihn ja manchmal in unsrer Rede,
freilich selten — aber man kénnte sich eine Sprachtechnik den-
ken, in der er ein standiges Implement ist. Man konnte z.B. von
einem Objekt in Bewegung sagen, es existiere & es existiere
nicht an diesem Ort; Verdnderung konnte durch den

Widerspruch ausgedriickt werden.

Nimm ein Thema, wie das Haydnsche (Chorale St. Antoni),
nimm den Teil der Brahmsschen Variationen, der dem ersten
Teil des Themas entspricht & stell die Aufgabe den zweiten Teil
der Variation im Stil ihres ersten Teiles zu konstruieren. Das ist
ein Problem (sehr) dhnlich den mathematischen Problemen. Ist
die Losung gefunden, etwa wie Brahms sie gibt, so zweifelt

man nicht, daf$ dies die Losung sei.

Mit diesem Weg sind wir einverstanden. Und doch ist es hier
klar, dafS es leicht verschiedene Wege geben kann, kann mit
deren jedem wir uns einverstanden erkldren konnen, deren

jeden wir konsequent nennen kénnen.
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‘Wir machen lauter legitime — d.h. in den Regeln erlaubte —
Schritte, & auf einmal kommt ein Widerspruch heraus. Also ist
das Regelverzeichnis, wie es ist, nichts nutz, denn der Wider-
spruch wirft das ganze Spiel um.” Warum lafst Du ihn es um-
werfen? Aber ich will, daff man nach der Regel soll mechanisch
weiter schlieffen konnen, ohne je zu widersprechenden Resulta-
ten zu gelangen. Nun, welche Art der Voraussicht willst Du?
Eine, die Dein gegenwiartiger Kalkiil nicht zuldfit? Nun, da-
durch ist er nicht ein schlechtes Stiick Mathematik, oder, nicht
im vollsten Sinne Mathematik. Der Sinn des Wortes

“mechanisch” verfiihrt Dich.

Wenn Du zu einem praktischen Zweck einen Wider-
spruch mechanisch vermeiden willst, wie Dein Kalkiil es jetzt
nicht kann, so ist das etwa, wie wenn Du nach einer Konstruk-
tion des ...-Ecks suchst, das Du bis jetzt nur durch Probieren
hast zeichnen konnen; oder nach einer Losung der Gleichung
3ten Grades, die Du bisher nur approximiert hast. Nicht
schlechte Mathematik wird hier verbessert, sondern ein neues
Stiick Mathematik geschaffen.

19.06.1941

Nimm an, ich wollte eine Irrationalzahl so bestimmen, daf$ in
ihrer Entwicklung nicht die Figur ‘777’ vorkommt. Ich kénnte 7t
nehmen & bestimmen: wenn jene Figur entsteht setzen wir statt
ihr ‘000”. Nun sagt man mir: das gentigt nicht, denn der, wel-
cher die Stellen berechnet, ist verhindert, auf die vorhergehen-

den zurtickzuschauen. Nun brauche ich einen andern Kalkiil;
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einen in dem ich mich zum Voraus versichern kann, er konne

‘777" nicht liefern. Ein mathematisches Problem.

‘Solange die Widerspruchsfreiheit nicht bewiesen ist, kann ich
nie ganz sicher sein, daff mir jemand, der gedankenlos, aber
gemafs den Regeln, rechnet, nicht irgend etwas Falsches heraus-
rechnet.” So lange also jene Voraussicht nicht gewonnen ist, ist
der Kalkiil unzuverldssig. — Aber denke, ich fragte: “Wie unzu-
verldssig?”’— Wenn wir von Graden der Unzuverldssigkeit rede-
ten, konnten wir ihr dadurch nicht den metaphysischen Stachel
nehmen? Waren die ersten Regeln des Kalkiils nicht gut? Nun,
wir gaben sie nur weil sie gut waren. — Wenn sich spéter ein Wi-
derspruch ergibt, — haben sie nicht ihre Pflicht getan? Nicht

doch, sie waren fiir diese Anwendung nicht gegeben worden.

Ich kann meinem Kalkiil eine bestimmte Art der Voraussicht
geben wollen. Sie macht ihn nicht zu einem eigentlicheren Stiick

Mathematik, aber, etwa, zu gewissem Zweck brauchbarer.

Die Idee des Mechanisierens der Math.. Die Mode des

axiomatischen Systems.

Aber nehmen wir an, die ‘Axiome” & ‘Schlufsweisen’ seien
nicht nur irgendwelche Konstruktionsweisen, sondern sie tiber-
zeugten uns auch durchaus von dem Konstruierten! Nun, dann
heifit das, daf3 es Fille gibt, in denen die Konstruktion aus
diesen Bausteinen nicht tiberzeugt. Und tatsdchlich sind die lo-
gischen Axiome gar nicht {iberzeugend, wenn wir fiir die Satz-
variablen Strukturen einsetzen, die niemand urspriinglich als
mogliche Werte vorhergesehen hat, als man ndmlich ihrer

Wahrheit (im Anfang) die unbedingte Anerkennung gab.
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Wie aber, wenn man sagt: die Axiome und Schlufiweisen sollen
doch so gewdhlt werden, daf3 sie keinen falschen Satz beweisen

konnen?

‘Wir wollen nicht nur einen ziemlich zuverldssigen, sondern
einen absolut zuverldssigen Kalkiil. Die Mathematik mufs abso-

lut sein.’

Nimm an, ich hétte die Regeln fiir’s Spiel ‘Fuchs & Jager” aufge-
stellt — stellte mir das Spiel unterhaltlich & hiibsch vor — spéater
finde ich, daf8 die Jdger immer gewinnen kénnen, wenn man
einmal weifs, wie. Ich bin nun, sagen wir, mit meinem Spiel un-
zufrieden. Die von mir gegebenen Regeln haben ein Resultat
gezeitigt, daf$ ich nicht vorausgesehen hatte & das mir das Spiel
verdirbt.

20.06.1941

‘N. kam darauf, daff man bei den Berechnungen oft durch Aus-
driicke der Form ‘(n — n)” gekiirzt hatte. Er wies die dadurch
entstehende Diskrepanz der Resultate nach & zeigte, wie Men-
schenleben durch diese Art des Rechnens verloren worden wa-

7

ren.
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Aber nehmen wir an, auch die Andern hitten jene Widersprii-
che gemerkt, nur sich nicht dariiber Rechenschaft geben kon-
nen woher sie kdmen. Sie hitten, sozusagen, mit schlechtem
Gewissen gerechnet. Sie hidtten zwischen widersprechenden
Resultaten eins gewdhlt, aber mit Unsicherheit, wahrend ihnen
N’s Entdeckung vollkommene Sicherheit gegeben hitte. — Aber
sagten sie sich: ‘mit unserm Kalkiil ist etwas nicht in Ord-
nung’? War ihre Unsicherheit von der Art der unsern, wenn
wir eine physikalische Berechnung anstellen, aber nicht sicher
sind, ob diese Formeln hier wirklich das richtige Resultat erge-
ben? Oder war es ein Zweifel dartiber, ob ihre Mathematik
wirklich Mathematik sei? In diesem Falle: was taten sie, um

sich davon zu iiberzeugen?

Die Leute haben bisher nur verhéltnisméfiig selten vom Kiirzen
durch Ausdriicke vom Wert 0 Gebrauch gemacht. Irgendeinmal
entdeckt Einer, daf3 sie auf diese Weise wirklich jedes beliebige
Resultat ausrechnen konnen. — Was tun sie nun? Nun, wir
konnten uns sehr verschiedenes vorstellen. Sie konnen, z.B.,
nun erkldren, diese Art des Rechnens habe (damit) ihren Witz

verloren, & so sei kiinftig nicht (mehr) zu rechnen.

‘Er glaubt, er rechnet — mochte man sagen — er rechnet
tatsdchlich nicht.’

Wenn die Rechnung fiir mich ihren Witz verloren hat, so-
bald ich weifs, wie ich nun alles Beliebige errechnen kann — hat

sie keinen gehabt, solang ich das nicht wufite?
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Ich mag freilich jetzt alle diese Rechnungen als nichtig erkldren
— ich fiihre sie eben jetzt nicht mehr aus — aber waren es darum

keine Rechnungen?

Ich habe (einmal), ohne es zu wissen, tiber einen Widerspruch
geschlossen. Ist mein Resultat nun falsch, oder doch unrecht er-

worben?

Wenn der Widerspruch wirklich so gut versteckt ist, dafs wir
ihn nicht merken, warum sollen wir nicht das, was wir jetzt tun

das eigentliche Rechnen nennen?

Wir sagen, der Widerspruch wiirde den Kalkiil vernichten. Aber
wenn er nun sozusagen in winzigen Dosen auftrite, gleichsam
blitzweise, nicht als ein stindiges Rechenmittel, wiirde er da

das Spiel auch vernichten?
21.06.1941

Denk’ Dir, die Leute hitten sich eingebildet (a + b)? miisse
gleich sein a? + b2 (Ist das eine Einbildung von der Art: es
miisse eine Dreiteilung des Winkels mit Lineal und Zirkel ge-
ben?) Kann man sich also so einbilden, zwei Rechnungsweisen

miifsten dasselbe ergeben, wenn es nicht der Fall ist?
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Ich addiere eine Kolumne, addiere sie auf verschiedene Weise,
nehme z.B. die Zahlen in verschiedener Reihenfolge & kriege
immer wieder, regellos, etwas andres heraus. — Ich werde viel-
leicht sagen: “Ich bin ganz verwirrt; ich mache entweder regel-
los Rechenfehler, oder ich mache gewisse Rechenfehler in be-
stimmten Verbindungen: etwa, auf ‘6 + 3 = 9’ sage ich immer ‘7
+ 7 = 15". Oder ich kénnte mir denken, daf$ ich plétzlich einmal
in der Rechnung subtrahiere statt zu addieren, aber nicht

denke, daf$ ich da etwas anderes tue.

Nun konnte es sein, daf$ ich den Fehler nicht finde & mich fiir
geistesgestort hielte. Aber das miifste meine Reaktion nicht

sein.

‘Der Widerspruch hebt den Kalkiil auf’ — woher diese Sonder-
stellung? Sie ist, glaube ich, durch etwas Phantasie gewifs zu er-

schiittern.

Um diese philosophischen Probleme zu l6sen mufs man Dinge
miteinander vergleichen, die noch niemand ernstlich

miteinander verglichen hat.

Man kann auf diesem Gebiete allerlei fragen, was zwar zur
Sache gehort, aber nicht durch die Mitte der Sache fiihrt. Eine
bestimmte Reihe von Fragen fiithrt durch die Mitte, ins Freie.
Die andern werden nebenbei beantwortet. Den Weg durch die

Mitte zu finden ist ungeheuer schwer.

Er geht tiber neue Beispiele & Vergleiche. Die abgebrauchten

zeigen ihn nicht.

23.06.1941
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Nehmen wir an, der R’sche Widerspruch wire nie gefunden
worden. Nun - ist es ganz klar, daff wir dann einen falschen
Kalkiil besessen hitten? Gibt es denn hier nicht verschiedene
Moglichkeiten?

Und wie, wenn man den Widerspruch zwar gefunden, sich
aber weiter nicht tiber ihn aufgeregt, & etwa bestimmt hatte, es
seien aus ihm keine Schliisse zu ziehen. (Wie ja auch niemand
aus dem ‘Lugner’ Schliisse zieht.) Widre das ein offenbarer

Fehler gewesen?

“Aber dann ist doch das kein eigentlicher Kalkiil! Er verliert ja
alle Strenge!” Nun, nicht alle. Und er hat nur dann nicht die vol-
le Strenge, wenn man ein bestimmtes Ideal der Strenge hat,

einen bestimmten Stil der Mathematik baut.

‘Aber ein Widerspruch in der Math. vertragt sich doch nicht mit
ihrer Anwendung. Er macht, wenn er konsequent, d.h. zur Er-
zeugung beliebiger Resultate verwendet wird, die Anwendung
der Math. zu einer Farce, oder einer Art tiberfliissiger Zeremo-
nie. Seine Wirkung ist etwa die, unstarrer Mafistdbe, die durch
Dehnen & Zusammendriicken verschiedene Messungsresultate
zulassen.” Aber war das Messen durch Abschreiten kein Mes-
sen? Und wenn die Menschen mit Mafistdben aus Teig arbeite-

ten, wire das an sich schon falsch zu nennen?

Koénnte man sich nicht leicht Griinde denken, weshalb eine ge-

wisse Dehnbarkeit der Maf3stibe erwiinscht sein konnte?
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‘Aber ist es nicht richtig, die Mafsstdbe aus immer harterem, un-
verdnderlicherm Material herzustellen? Gewifs ist es richtig;

wenn man es so will.”

‘Also redest Du dem Widerspruch das Wort?!” Durchaus nicht;

so wenig, wie den weichen Maf$stdben.

Ein Fehler ist zu vermeiden: Man denkt, der Widerspruch mu3
sinnlos sein: d.h., wenn man z.B. die Zeichen “p’, ‘~’, * ® ’ konse-
quent bentitzt, so kann ‘p e ~p’ nichts sagen. — Aber denke: was
heifit, den & den Gebrauch ‘konsequent fortsetzen'? (‘Dieses

Kurvenstiick konsequent fortsetzen’.)

Wozu braucht die Mathematik eine Grundlegung?! Sie
braucht sie, glaube ich, ebenso wenig, wie die Sétze iiber physi-
kalische Gegenstinde oder Sinnesdaten, eine Amnalyse. Wohl
aber bediirfen die mathematischen, sowie jene andern Satze

einer Klarlegung ihrer Grammatik.

Die mathematischen Probleme der sogenannten Grundlagen lie-
gen fiir uns der Math. so wenig zu Grunde, wie der gemalte

Fels einer gemalten Burg.

‘Aber wurde die Fregesche Logik durch den Widerspruch zur
Grundlegung der Arithmetik nicht untauglich? Doch! Aber
wer sagte denn auch, dafs sie zu diesem Zweck tauglich sein

miusse?!
24.06.1941

Man konnte sich sogar denken, dafl man die Fregesche Logik

einem Wilden als Instrument gegeben hitte, um damit arithm.
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Sétze abzuleiten. Er habe den Widerspruch abgeleitet, ohne zu
merken, daf$ es einer ist, & aus ihm nun beliebige wahre &

falsche Sétze.

‘Ein guter Engel hat uns bisher bewahrt, diesen Weg zu gehen.
Nun, was willst Du mehr? Man konnte, glaube ich, sagen: Ein

guter Engel wird immer notig sein, was immer Du tust.

Man sagt: das Rechnen sei ein Experiment, um dadurch
zu zeigen, wie es so praktisch sein kann. Denn vom Experiment
weifs man, daf8 es wirklich praktischen Wert hat. Nur vergifst
man, daf} es diesen Wert besitzt vermdoge einer Technik, die ein
naturgeschichtliches Faktum ist, deren Regeln aber nicht die

Rolle von Sétzen der Naturgeschichte haben.

“Die Grenzen der Empirie” — (Leben wir, weil es praktisch ist

zu leben? Denken wir, weil zu denken praktisch ist?)
25.06.1941

Daf3 ein Experiment praktisch ist, das weif3 er; also ist die

Rechnung ein Experiment.

Unsre experimentellen Handlungen haben allerdings ein cha-
rakteristisches Gesicht. Wenn ich jemand in einem Laboratori-
um eine Fliissigkeit in eine Proberohre gieflen & iiber einer
Bunsenflamme erhitzen sehe, bin ich geneigt zu sagen, er

mache ein Experiment.
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Nehmen wir an, Leute, welche zdhlen konnen, wollen — so wie
wir — zu verschiedenerlei praktischen Zwecken Zahlen erfah-
ren. Und dazu fragen sie gewisse Leute, die, wenn ihnen das
praktische Problem erkldrt wurde, die Augen schliefsen, & sich
die dem Zweck entsprechende Zahl einfallen liefSen — — so ldge
hier keine Rechnung vor, wie verldfilich immer die Zahlangabe
sein mag. Ja diese Zahlbestimmung konnte praktisch viel

verladfilicher sein, als jede Rechnung.

Eine Rechnung — konnte man sagen — ist etwa ein Teil der Tech-

nik eines Experiments, aber allein kein Experiment.
27.06.1941

Vergifit man denn, dafs zum Experiment eine bestimmte An-
wendung des Vorgangs gehort? Und die Rechnung vermittelt

die Anwendung.

Wiirde denn jemand daran denken, das Ubersetzen einer Chiffre

mittels eines Schliissels ein Experiment zu nennen?

Wenn ich zweifle, ob die Zahlen n und m multipliziert [
ergeben werden, so bin ich nicht dariiber im Zweifel, ob eine
Verwirrung in unserm Rechnen ausbrechen wird & etwa die
Halfte der Menschen eines — die andere Halfte etwas andres fiir

richtig erkldren werden.
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‘Experiment’ ist eine Handlung nur von einem gewissen
Gesichtspunkt gesehen. Und es ist klar, daf8 die Rechnungs-
handlung auch ein Experiment sein kann. Ich kann z.B. priifen
wollen, was dieser Mensch unter solchen Umstidnden, auf diese
Aufgabenstellung hin, rechnet. — Aber, ist es nicht eben das,
was Du fragst, wenn Du wissen willst, wieviel 52 x 63 ist! Das
mag ich wohl fragen — meine Frage mag sogar in diesen Worten
ausgedriickt sein. (Vergl. damit: Ist der Satz “Horch, sie
stohnt!” ein Satz tiber ihr Benehmen, oder tiber ihr Leiden?)
Aber wie ist es nun, wenn ich seine Rechnung vielleicht nach-
rechne? — ‘Nun, dann mache ich noch ein Experiment um ganz
sicher herauszufinden, daff alle normalen Menschen so
reagieren.” — Und wenn sie nun nicht gleichférmig reagieren —:

welches ist das mathematische Resultat?

“Soll die Rechnung praktisch sein, so muf3 sie Tatsachen
mitteilen. Und das kann nur das Experiment.” Aber welches
sind ‘Tatsachen’? Glaubst Du, Du kannst zeigen, welche Tatsa-
che gemeint ist, indem Du etwa mit dem Finger auf sie zeigst?
Macht das schon die Rolle klar, welche die ‘Feststellung’ einer
Tatsache spielt? — Wenn nun die Mathematik erst den Charakter
dessen bestimmte, was Du ‘Tatsache’ nennst! ‘Es ist interessant
zu wissen wieviele Schwingungen dieser Ton hat” Aber die
Arithmetik hat Dich diese Frage erst gelehrt. Sie hat Dich

gelehrt, diese Art von Tatsachen zu sehen.

Die Mathematik — will ich sagen — lehrt Dich nicht einfach die
Antwort auf eine Frage; sondern ein ganzes Sprachspiel, mit

Fragen & Antworten.
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Sollen wir sagen, die Mathematik lehre uns zdhlen?

Kann man von der Mathematik sagen, sie lehre uns experimen-
telle Forschungsweisen? Oder sie helfe uns, solche Forschungs-

weisen finden?

‘Die Mathematik, um praktisch zu sein, mufs uns Tatsachen
lehren.” — Aber miissen diese Tatsachen die mathematischen Tat-
sachen sein? — Aber warum soll sie nicht, statt uns “Tatsachen
zu lehren’, die Formen dessen schaffen, was wir Tatsachen nen-

nen?

“Ja aber es bleibt doch empirische Tatsache, dafs die Menschen
so rechnen!” — Ja, aber damit werden ihre Rechensétze nicht zu

empirischen Satzen.

“Ja, aber es mufl doch unser Rechnen auf empirischen Tatsa-
chen beruhen!” Gewifs. Der Zusammenhang besteht (eben)
darin, daf die Rechnung das Bild eines Experiments ist; & zwar
den Gang zeigt, den es so gut wie immer nimmt. Von den an-
deren erhilt es seine Pointe, seine Physiognomie: aber das sagt
durchaus nicht, daf$ die Sitze der Mathematik die Funktionen
der empirischen Sdtze haben. (Das wére beinahe, als glaubte
Einer: weil doch nur die Schauspieler im Stiicke auftreten, so
konnten auf der Bithne des Theaters auch keine andern Leute

niitzlich beschaftigt sein.)

In der Rechnung gibt es keine kausalen Zusammenhinge, nur

die Zusammenhange des Bildes.

02.07.1941
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‘Die Minute hat 60 Sekunden.” Das ist ein Satz ganz dhnlich ei-
nem mathematischen. Hangt seine Wahrheit von der Erfahrung
ab? — Nun: konnten wir von Minuten und Sekunden reden,
wenn es keinen Zeitsinn gidbe; wenn es keine Uhren gébe, oder,
aus physikalischen Griinden, nicht geben kénnte; wenn alle die
Zusammenhdnge nicht statt hédtten, die unsern ZeitmafSen Sinn
& Bedeutung geben? In diesem Falle — wiirden wir sagen — hét-
te das Zeitmaf3 seinen Witz verloren (wie die Handlung des
Mattsetzens ohne das Schachspiel) — oder es hitte dann einen
ganz anderen Sinn. — Macht aber die eine so beschriebene
Erfahrung den Satz falsch, die andre wahr? Nein; das beschrie-

be nicht seine Funktion. Er funktioniert ganz anders.

‘Das Rechnen, um praktisch sein zu kénnen, mufd auf empiri-
schen Tatsachen beruhen.” — Warum soll es nicht lieber

bestimmen, was empirische Tatsachen sind?

Erwdge: ‘Unsre Mathematik wandelt Experimente in

Definitionen um.’

Aber kénnen wir uns keine menschliche Gesellschaft den-
ken, in der es ebensowenig ein Rechnen, ganz in unserm Sinn,
wie ein Messen, ganz in unserm Sinn, gibt? — Doch. — Aber
wozu will ich mich dann bemiihen, was Mathematik ist, her-
auszuarbeiten? Weil es bei uns eine Mathematik gibt & eine be-
sondere Auffassung derselben, ein Ideal, gleichsam, ihrer Stel-

lung & Funktion, — & dieses mufs klar herausgearbeitet werden.

Fordere nicht zuviel, & fiirchte nicht, dafs Deine gerechte

Forderung in’s Nichts zerrinnen wird.
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Meine Aufgabe ist es nicht, Russells Logik von innen anzugrei-

fen, sondern von aufden.

D.h.: nicht, sie mathematisch anzugreifen — sonst triebe ich

Mathematik — sondern ihre Stellung, ihr Amt.

Meine Aufgabe ist es nicht tiber den Godelschen Beweis (z.B.)

zu reden; sondern an ihm vorbei zu reden.

Die Aufgabe, die Zahl der Wege zu finden, auf denen man
den Fugen dieser Mauern ohne abzusetzen & ohne Wiederho-

lung entlangfahren kann, erkennt

jeder als mathematische Aufgabe. — Wire die Zeichnung viel
komplizierter & grofier, nicht zu {iberblicken, so konnte man
annehmen sie dndere sich, ohne das wir’s merken, & dann
ware die Aufgabe, jene Zahl (die sich vielleicht gesetzmafsig
dandert) zu finden, keine mathematische mehr. Aber auch wenn
sie gleichbleibt, ist die Aufgabe dann nicht mathematisch. —
Aber auch wenn die Mauer zu iiberblicken ist, so heifst das
nicht, die Aufgabe ist eine mathematische — als sagte man: diese
Aufgabe ist nun eine der Embryologie. Vielmehr: hier brauchen
wir eine mathematische Losung. (Wie: hier ist, was wir

bediirfen, eine Vorlage.)
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‘Erkannten” wir das Problem als mathematisches, weil die Ma-

thematik vom Nachfahren von Zeichnungen handelt?

Warum sind wir also geneigt, dieses Problem schlechtweg ein
‘mathematisches” zu nennen? Weil wir es ihm gleich ansehen,
daf3 hier die Beantwortung einer mathematischen Frage so gut wie
alles ist, was wir brauchen. Obschon man das Problem, z.B.,
leicht als ein psychologisches sehen kénnte. Ahnliches von der

Aufgabe, aus einem Blatt Papier das & das zu falten.

Es kann so ausschauen, als ob die Mathematik hier eine
Wissenschaft ist, die mit Einheiten Experimente macht, Experi-
mente, bei denen es ndmlich nicht auf die Arten der Einheiten
ankommt, also nicht darauf, ob sie Erbsen, Glaskugeln, Striche,
usw. sind. — Nur was von allen diesen gilt findet sie heraus.
Also nichts iiber ihren Schmelzpunkt, aber, daf 2 und 2 von
ihnen 4 sind. Und das Problem der Mauer Ne 1 ist eben ein
mathematisches, d.h.: kann durch diese Art von Experiment ge-
16st werden. — Und worin das math. Experiment besteht? Nun,
im Hinlegen & Verschieben von Dingen, Ziehen von Strichen,
Anschreiben von Ausdriicken, Satzen, etc. Und man mufs sich
dadurch nicht stéren lassen, dafS die dufiere Erscheinung dieser
Experimente nicht die physikalischer & chemischer, etc. hat, es
Nur eine Schwierigkeit ist da: der Vorgang ist leicht genug zu
sehen, zu beschreiben — aber wie ist es als Experiment anzu-
schauen? Welches ist hier der Kopf, welches der Fufi des Expe-
riments? Welches sind die Bedingungen des Experiments, wel-
ches sein Resultat? Ist das Resultat das Rechnungsergebnis,
oder das Rechnungsbild, oder die Zustimmung (worin immer
diese besteht) des Rechnenden?
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Werden aber, etwa, die Prinzipien der Dynamik zu Séatzen der
reinen Mathematik dadurch, daff man ihre Interpretation offen

laft & sie nur zum Erzeugen eines Mafisystems verwendet?

“Der math. Beweis muf {ibersichtlich sein” — das hangt mit der

Ubersichtlichkeit jener Figur zusammen.

Vergifs nicht: der Satz, der von sich selbst aussagt, er sei
unbeweisbar, ist als mathematische Aussage aufzufassen — —
denn das ist nicht selbstverstindlich. Es ist nicht selbstverstand-
lich, daf3 der Satz, die & die Struktur sei so & so nicht konstru-

ierbar, als mathematischer Satz aufzufassen sei.

D.h.: wenn man sagt: “er sagt von sich selbst aus” — so ist das
auf eine spezielle Weise zu verstehen. Hier namlich entsteht
leicht Verwirrung durch den bunten Gebrauch des Ausdrucks

“

“dieser Satz sagt etwas von ... aus”.

In diesem Sinne sagt der Satz 625 = 25 x 25 auch etwas tiiber
sich selbst aus: dafs namlich die linke Ziffer erhalten wird,

wenn man die rechts stehenden multipliziert.

Der Godelsche Satz, der etwas tiber sich selbst aussagt, erwihnt
sich selbst nicht.

‘Der Satz sagt, dafs diese Zahl aus diesen Zahlen auf diese
Weise nicht erhiltlich ist.” — Aber bist Du auch sicher, dafs Du
ihn recht ins Deutsche tibersetzt hast? Ja gewif3, es scheint so. —

Aber kann man da nicht fehlgehen?
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Koénnte man sagen: Godel sagt, dafs man einem math. Beweis
auch mufs trauen konnen, wenn man ihn, praktisch, als den Be-
weis der Konstruierbarkeit der Satzfigur nach den Beweisre-
geln auffassen will? Oder: Ein math. Satz mufs als Satz einer auf
sich selbst wirklich anwendbaren Geometrie aufgefafst werden
konnen. Und tut man das so zeigt es sich, daf$ man sich auf

einen Beweis in gewissen Fallen nicht verlassen kann.

Die Grenzen der Empirie sind nicht unverbiirgte Annahmen,
oder intuitiv als richtig erkannte; sondern Arten & Weisen des
Vergleichs & des Handelns.

03.07.1941

‘Nehmen wir an, wir haben einen arithmetischen Satz, der sagt,
eine bestimmte Zahl ... konne nicht aus den Zahlen ..., ..., ...,
durch die & die Operationen gewonnen werden. Und nehmen
wir an, es liefe sich eine Ubersetzungsregel geben, nach wel-
cher dieser arithm. Satz in die Ziffer jener ersten Zahl — die
Axiome, aus denen wir versuchen ihn zu beweisen, in die Zif-
fern jener andern Zahlen — & unsere Schlufiregeln in die im
Satz erwdhnten Operationen sich iibersetzen liefsen. — Hétten
wir dann den arithm Satz aus den Axiomen nach unsern Schluf3-
regeln abgeleitet, so hitten wir dadurch seine Ableitbarkeit de-
monstriert, aber auch einen Satz bewiesen, den man nach jener
Ubersetzungsregel dahin aussprechen kann: dieser arithm. Satz
(ndmlich unserer) sei unableitbar. Was wére nun da zu tun?
Ich denke mir, wir schenken unserer Konstruktion des Satzzei-
chens glauben, also dem geometrischen Beweis. Wir sagen also,

diese ‘Satzfigur’ ist aus jenen so & so gewinnbar. Und {ibertra-
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gen, nur, in eine andre Notation heifst das: diese Ziffer ist
mittels dieser Operationen aus jenen zu gewinnen. Soweit hat
der Satz & sein Beweis nichts mit einer besondern Logik zu tun.
Hier war jener konstruierte Satz einfach eine andere Schreib-
weise der konstruierten Ziffer; sie hatte die Form eines Satzes
aber wir verglichen sie nicht mit andern Sitzen als Zeichen,

welches dies oder jenes sagt, einen Sinn hat.

Aber freilich ist zu sagen dafs jenes Zeichen weder als Satzzei-
chen noch als Zahlzeichen angesehen werden braucht. — Frage

Dich: was macht es zu dem einen, was zu dem anderen?

Lesen wir nun den konstruierten Satz (oder die Ziffer) als Satz
der mathematischen Sprache (etwa auf Deutsch), so spricht er
das Gegenteil von dem, was wir eben als bewiesen betrachtet.
Wir haben also den wortlichen Sinn des Satzes als falsch
demonstriert & ihn zu gleicher Zeit bewiesen — wenn wir nam-
lich seine Konstruktion aus den zugelassenen Axiomen mittels

der zugelassenen Schlufiregeln als Beweis betrachten.

Wenn jemand uns einwiirfe, wir konnten solche Annahmen
nicht machen, da es logische oder mathematische Annahmen waé-
ren, so antworten wir, daf$ nur notig ist anzunehmen jemand
habe einen Rechenfehler gemacht & sei dadurch zu dem Resul-
tat gelangt, das wir ‘annehmen’, & er konne diesen

Rechenfehler vorderhand nicht finden.
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Hier kommen wir wieder auf den Ausdruck “der Beweis tiber-
zeugt uns” zuriick. Und was uns hier an der Uberzeugung in-
teressiert, ist weder ihr Ausdruck durch Stimme oder Gebérde,
noch das Gefiihl der Befriedigung oder dhnliches; sondern ihre

Betdtigung in der Verwendung des Bewiesenen.

Man koénnte mit Recht fragen, welche Wichtigkeit Godel’s Be-
weis fiir unsre Arbeit habe. Denn ein Stiick Mathematik kann
nicht Probleme von der Art der unsern 16sen. — Die Antwort ist:
dafs die Situation uns interessiert, in die ein solcher Beweis uns

bringt. “Was sollen wir nun sagen?” — das ist unser Thema.

So seltsam es klingt, so scheint meine Aufgabe das Godelsche
Theorem betreffend (blof3) darin zu bestehen, klar zu stellen,
was in der Mathematik so ein Satz bedeutet, wie: “angenom-

men, man konnte dies beweisen”.
04.07.1941

Es kommt uns viel zu selbstverstandlich vor, daf$ wir “wievie-

le?” fragen & darauf zdhlen & rechnen!

Zidhlen wir, weil es praktisch ist zu zdhlen? Wir zdhlen! — Und

so rechnen wir auch.

Man kann auf Grund eines Experiments — oder wie man es
sonst nennen will — manchmal die Mafszahl des Gemessenen,

manchmal aber auch das geeignete Maf3 bestimmen.

So ist also die Mafseinheit das Resultat von Messungen? Ja &
nein. Nicht das Messungsresultat, aber vielleicht die Folge von

Messungen.
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Es wdre also eine Frage: “hat uns die Erfahrung gelehrt, so zu

rechnen?” — & eine andre: “ist die Rechnung ein Experiment?”.
05.03.1944

Aber lafst sich nicht alles aus allem nach irgend einer Regel - ja
nach jeder Regel mit entsprechender Deutung — ableiten? Was
heifdt es, wenn ich z.B. sage: Diese Zahl 1afit sich durch Multi-
plikation jener beiden erhalten? Frage Dich: wann gebraucht
man diesen Satz? Nun, es ist z.B. kein psychologischer Satz, der
sagen soll, was Menschen unter gewissen Bedingungen tun
werden, was sie befriedigen wird; es ist auch kein physikali-
scher das Benehmen von Zeichen auf dem Papier betreffend. Er
wird ndmlich in einer andern Umgebung, als ein psychologi-

scher, oder physikalischer, angewandt.

Nimm an Menschen lernen rechnen, ungefdhr, wie sie es tat-
sdchlich tun; aber stell Dir nun verschiedene ‘Umgebungen’
vor, die das Rechnen einmal zu einem psychologischen Experi-
ment, einmal zu einem physikalischen mit den Rechenzeichen,
einmal zu etwas anderem macht! Wir nehmen an die Kinder
lernen zédhlen & die einfachen Rechnungsarten durch Nachah-
men, Aufmunterung & Zurechtweisung. Aber von einem ge-
wissen Punkt wird nun die Nichtiibereinstimmung der Rech-
nenden (also etwa die Rechenfehler) nicht als etwas Schlechtes,
sondern als etwas psychologisch Interessantes behandelt. “Also
das hieltest Du damals fiir richtig?” heifst es, “wir Andern

haben es alle so gemacht”.
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Ich will sagen: dafy das, was wir Mathematik, die mathematische
Auffassung des Satzes 13 x 14 = 182, nennen mit der beson-
dern Stellung zusammenhidngt, die wir zu der Tatigkeit des
Rechnens einnehmen. Oder, die besondere Stellung, die die
Rechnung ... in unserm Leben, in unsern {iibrigen Taitigkeiten

hat. Das Sprachspiel in dem sie steht.

Man kann ein Musikstiick auswendig lernen, um es richtig
spielen zu konnen; aber auch in einem psychologischen Experi-
ment, um das Arbeiten des musikalischen Gedéachtnisses zu
untersuchen. Man konnte es aber auch dem Gedéchtnis einpra-
gen um danach irgendwelche Verdnderungen in der Partitur zu

beurteilen.

Ein Sprachspiel: Ich rechne Multiplikationen & sage dem
Andern: wenn Du richtig rechnest wird das & das herauskom-
men; worauf er die Rechnung ausfiihrt und sich der Richtig-
keit, & manchmal der Falschheit, meiner Voraussage freut. Was
setzt dieses Sprachspiel voraus? Dafs ‘Rechenfehler’ leicht zu
finden sind & immer Ubereinstimmung iber Richtigkeit, oder

Falschheit der Rechnung rasch erzielt wird.

“Wenn Du mit jedem Schritt tibereinstimmen wirst, wirst Du

zu diesem Resultat gelangen.”

Was ist das Kriterium dafiir, daf8 ein Schritt der Rechnung rich-
tig ist; ist es nicht, dafs mir der Schritt richtig erscheint, &
anderes von der gleichen Art? Was ist das Kriterium dafiir, dafs
ich zweimal die gleiche Ziffer hinschreibe? Ist es nicht, daff mir

die Ziffern gleich erscheinen, & dhnliches?
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Was ist das Kriterium dafiir, daff ich hier dem Paradigma

gefolgt bin?

“Wenn Du sagen wirst, dafs jeder Schritt richtig ist, wirst Du

das herausbekommen.”

Die Voraussage ist eigentlich: Du wirst, wenn Du Dein Tun fiir
richtig haltst, das tun. Du wirst, sofern Du jeden Schritt fiir
richtig anerkennst, diesen Weg gehen. — Daher auch zu diesem

Ende gelangen.

Logisch wird geschlossen, wenn keine Erfahrung der Konklusi-
on widerstreiten kann, sie widerstreite denn den Pramissen.
D.h., wenn der Schluff nur eine Bewegung in der Darstellung

ist.

In einem Sprachspiel werden Sédtze gebraucht; Meldun-
gen, Befehle, u. dergl. Und nun werden auch Rechensétze von
den Personen verwendet. Sie sagen sie etwa zu sich selbst,

zwischen den Befehlen und Meldungen.
06.03.1944

Ein Sprachspiel, in dem Einer nach einer Regel rechnet & nach
den Rechnungsresultaten Steine eines Baues setzt. Er hat ge-
lernt mit Schriftzeichen nach Regeln zu operieren. — Wer den
Vorgang dieses Lehrens & Lernens beschreibt hat alles gesagt,
was sich tiber das richtige Handeln nach der Regel sagen laf3t.
Wir kénnen nicht weiter gehen. Es niitzt z.B. nichts zum Begriff
der Ubereinstimmung zuriick zu gehen, weil es nicht sicherer
ist, dafs eine Handlung mit einer andern {ibereinstimmt, als dafs

die Handlung einer Regel gemifs geschehen ist. Es ist ja, nach
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einer Regel vorgehen, auch auf eine Ubereinstimmung gegriin-
det

Wie gesagt, worin einer Regel (richtig) folgen besteht, kann
man nicht niher beschreiben, als indem man das Lernen des
‘Vorgehens nach der Regel” beschreibt. Und diese Beschreibung
ist nattirlich eine alltdgliche, wie die des Kochens, oder Nahens
etwa. Sie setzt schon soviel voraus, wie diese. Sie unterscheidet
Eins vom Andern; informiert also einen Menschen, der etwas
ganz bestimmtes nicht weifs. (Vergl. Bemerkung: die Philoso-

phie verwende keine vorbereitende Sprache etc.)
07.03.1944

Denn wer mir beschreibt, wie Leute zum Befolgen einer Regel
abgerichtet werden & wie sie richtig drauf reagieren, wird
selber in der Beschreibung eine Regel gebrauchen & ihr

Verstandnis bei mir voraussetzen.

Wir haben also jemand die Technik des Multiplizierens beige-
bracht. Dabei verwenden wir Worter der Aufmunterung & der
Zuriickweisung. Wir werden ihm auch manchmal das Ziel der
Multiplikation anschreiben. “Das mufst Du erhalten, wenn es

richtig sein soll” kénnen wir ihm sagen.
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Kann nun der Schiiler aber widersprechen & sagen: ‘Woher
weifit Du das? Und ist, was Du willst, dafi ich der Regel folgen
soll, oder daf$ ich dies Resultat erhalten soll? Denn die beiden
brauchen ja nicht zusammen zu treffen.” Nun, wir nehmen
nicht an, daf$ der Schiiler das sagen kann; wir nehmen an daf3
er die Regel von beiden Seiten her gelten ldfit. Dafi er den
einzelnen Schritt & das Rechnungsbild — & also das Rech-
nungsresultat — als Kriterien der Richtigkeit auffafit, & daf,
wenn diese nicht {ibereinstimmen er an eine Verwirrung der

Sinne glaubt.

Ist es nun denkbar, dafs einer der Regel richtig folgt & zu
verschiedenen Malen beim Multiplizieren 15 x 13 doch ver-
schiedenes errechnet? Dafs kommt darauf an, welche Kriterien er
fiir das richtige Folgen gelten lafst. In der Mathematik ist das
Resultat selbst auch ein Kriterium des richtigen Rechnens. So
aufgefafst ist es also undenkbar der Regel richtig zu folgen &

verschiedene Rechnungsbilder zu erhalten.

Das Nicht-Geltenlassen des Widerspruchs charakterisiert die
Technik der Verwendung der Wahrheitsfunktionen. Lassen wir
den Widerspruch gelten, so heifit das, dafy wir die Verwendung
der Wahrheitsfunktionen dndern; als fafiten wir z.B. eine dop-
pelte Verneinung nicht mehr als Bejahung auf. Und diese An-
derung wire von Bedeutung, da die Technik unserer Logik

ihrem Charakter nach zusammenhéangt mit — — -

395


file:///ms-124/#103.3+104.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/103.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/104.webp
file:///ms-124/#104.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/104.webp
file:///ms-124/#104.3+105.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/104.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/105.webp

“Die Regeln zwingen mich zu etwas”, nun das kann man schon
sagen, weil, was mir mit der Regel iibereinzustimmen scheint ja
nicht von meiner Willkiir abhédngt. Daher kann es ja geschehen
daf ich die Regeln eines Brettspiels ersinne & nachtraglich her-
ausfinde dafs in diesem Spiel wer anfangt gewinnen muf. Und
so dhnlich ist es ja, wenn ich finde, dafs die Regeln zu einem

Widerspruch fiihren.
08.03.1944

Ich bin nun gezwungen anzuerkennen, dafs das eigentlich kein

Spiel ist.

‘Die Regeln des Multiplizierens, einmal angenommen, zwingen
mich nun anzuerkennen, daf8 ... x ... gleich ... ist” Angenom-
men, dafl es mir unangenehm ware, dies anzuerkennen. Soll
ich sagen: “Nun, das kommt von dieser Art Abrichtung. Men-
schen die so abgerichtet, so konditioniert, sind, kommen dann

in solche Schwierigkeiten.”?

‘Wie zdhlen wir im Dezimalsystem?” — “Wir schreiben auf 1, 2,
auf 2,3 ... —auf 13 14 ... auf 123 124, u.s.f.” — Das ist eine Erkla-
rung fiir den, der zwar irgend etwas nicht wufte, das ‘u.s.f’
aber verstand. Und es verstehen, heifst, es nicht als Abkiirzung
verstehen; es heifst nicht, dafi er jetzt im Geiste eine viel ldngere
Reihe als die meiner Beispiele sieht. Dafs er es versteht, zeigt
sich darin, daff er nun gewisse Anwendungen macht, in

gewissen Fillen dies sagt & so handelt.
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“Wie zdhlen wir im Dezimalsystem?” — ... — Nun, ist das keine
Antwort? — Aber nicht fiir den, der das “u.s.f.” nicht versteht. —
Aber kann unsere Erkldarung es ihm nicht begreiflich gemacht
haben? Kann er durch sie nicht die Idee der Regel erhalten
haben? — Frage Dich, was die Kriterien dafiir sind, daf3 er diese

Idee nun erhalten hat.

Was zwingt mich denn? — Der Ausdruck der Regel? — Ja; wenn
ich einmal so erzogen bin. Aber kann ich sagen, er zwingt
mich, ihm zu folgen? Ja; wenn man sich hier die Regel nicht als
Linie denkt, der ich nachfahre, sondern als Zauberspruch der

uns im Bann halt.
[“schlichter Unsinn, & Beulen ...” |

Warum soll man nicht sagen der Widerspruch, z.B. ‘hete-
ronom’ € heteronom = = ~ (‘heteronom’ € heteronom), zeige

eine logische Eigenschaft des Begriffs ‘heteronom’?

“Zweisilbig” ist heteronom”, oder “dreisilbig ist nicht hetero-
nom” sind Erfahrungssatze. Es konnte in irgend einem Zusam-
menhang wichtig sein, herauszufinden, ob Eigenschaftsworter
die Eigenschaften besitzen, die sie bezeichnen, oder nicht. Man
gebraucht dann in einem Sprachspiel das Wort “heteronom”.
Aber soll nun der Satz “’h” € h” ein Erfahrungssatz sein? Er ist
es offenbar nicht & wir wiirden ihn auch, wenn wir den Wider-
spruch nicht gefunden haben, nicht als einen Satz in unserm

Sprachspiel zulassen.

09.03.1944
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‘" e h = ~ (‘h’ € h) konnte man ‘eine wahre Kontradiktion’
nennen. — Aber diese Kontradiktion ist doch kein sinnvoller
Satz! Wohl, aber die Tautologien der Logik sind es ja auch
nicht.

‘Die Kontradiktion ist wahr” heifit hier: sie ist bewiesen; abge-
leitet aus den Regeln fiir das Wort “h”. Ihre Verwendung ist, zu
zeigen, dafl “h” eines jener Worter ist, welche in “¢ € b”

eingesetzt keinen Satz ergeben.

“Die Kontradiktion ist wahr” heift: Das ist wirklich ein Wider-
spruch, & Du darfst also das Wort ‘h” als Argument von ‘G € h’

nicht verwenden.

Ich bestimme ein Spiel & sage: “Machst Du diese Art Zug,
so ziehe ich so, machst Du jene, so ziehe ich so. — Jetzt spiele!”
Und nun macht er einen Zug, oder etwas, was ich auch als Zug
anerkennen muf3, & wenn ich nach meinen Regeln weiterspie-
len will, so erweist sich, was immer ich tue, als unrichtig. Wie
konnte das geschehen? Als ich Regeln aufstellte, da sagte ich
etwas. Ich folgte einem gewissen Brauch. Ich sah nicht voraus,
was wir weiter tun wiirden, oder sah nur eine bestimmte Mog-
lichkeit. Es war nicht anders, als hitte ich Einem gesagt: ,Mit
diesen Figuren kannst Du nicht mattsetzen” & hitte eine beste-

hende Moglichkeit des Mattsetzens {ibersehen.
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Die verschiedenen, halb scherzhaften, Einkleidungen des logi-
schen Paradoxes sind nur in sofern interessant als sie einen
daran erinnern, daf3 eine ernsthafte Einkleidung des Paradoxes
von Noten ist, um seine Funktion eigentlich zu verstehen. Es
fragt sich: Welche Rolle kann ein solcher ‘logischer Irrtum” in

einem Sprachspiel spielen?

Man gibt jemandem etwa Instruktionen, wie er in dem & dem
Fall zu handeln hat; & diese Instruktionen erweisen sich spater

als unsinnig.

Das logische Schlieflen ist ein Teil eines Sprachspiels. Und
zwar folgt, der im Sprachspiel logische Schliisse ausfiihrt, ge-
wissen Instruktionen, die beim Lernen des Sprachspiels selber
gegeben wurden. Baut der Gehilfe etwa nach gewissen Befeh-
len ein Haus, so hat er das Herbeitragen der Baustoffe etc. von
Zeit zu Zeit zu unterbrechen & gewisse Operationen mit Zei-
chen auf einem Papier auszufiihren; worauf er, dem Resultat

entsprechend, wieder zu seiner Bauarbeit zuriickkehrt.

Denke Dir einen Vorgang, in welchem jemand, der einen Kar-
ren schiebt darauf gekommen ist, daf$ er die Radachse reinigen
mufS, wenn der Karren sich zu schwer schieben 1df3t. Ich meine
nicht, daf$ er zu sich sagt: “immer, wenn der Karren sich nicht
schieben lafst, ...”. Sondern er handelt einfach so. Und nun
kommt er darauf einem Andern zuzurufen: “Der Karren geht
nicht; reinige die Achse, oder auch: “Der Karren geht nicht.
Also mufs die Achse gereinigt werden”. Nun das ist ein Schlufs.

Kein logischer, freilich.
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Kann ich nun sagen: “Der nicht-logische Schlufs kann sich als

falsch erweisen; der logische nicht”?

Ist der logische Schlufs richtig, wenn er den Regeln gemaf3
gezogen wurde; oder, wenn er richtigen Regeln gemifs gezogen
wird? Waére es z.B. falsch, wenn man sagte, aus ~p solle immer
p gefolgert werden? Aber warum soll man nicht lieber sagen:

so eine Regel gdbe den Zeichen “~p” & “p” nicht ihre

gewoOhnliche Bedeutung?

Man kann es so auffassen — will ich sagen — daf§ die Schlufsre-
geln den Zeichen ihre Bedeutung geben, weil sie Regeln der
Verwendung dieser Zeichen sind. Dafs die Schlufiregeln zur Be-
stimmung der Bedeutung der Zeichen gehoren. In diesem Sin-

ne konnen die Schlufiregeln nicht falsch, oder richtig sein.

A hat beim Bau die Liange & Breite einer Flache gemessen &
gibt dem B den Befehl: “Bring 15 x 18 Platten”. B ist dazu abge-
richtet zu multiplizieren & dem Resultat entsprechend eine

Menge von Platten abzuzéhlen.

Der Satz “15 x 18 = 270” braucht natiirlich nie ausgesprochen

zu werden.
10.03.1944

Man konnte sagen: Experiment — Rechnung sind Pole, zwi-

schen welchen sich menschliche Handlungen bewegen.
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Wir konditionieren einen Menschen in dieser & dieser
Weise; wirken dann auf ihn durch eine Frage ein; & erhalten ein
Zahlzeichen. Dieses verwenden wir weiter zu unsern Zwecken
& es erweist sich als praktisch. Das ist das Rechnen. — Noch
nicht! Dies konnte ein sehr zweckmifiiger Vorgang sein — muf3
aber nicht sein, was wir ‘rechnen’ nennen. Wie man sich den-
ken konnte, dafd zu Zwecken denen heute unsere Sprache dient
Laute ausgestoflen wiirden, die doch keine Sprache bildeten.
Zum Rechnen gehort, dafs alle die richtig rechnen dasselbe
Rechnungsbild produzieren. Und ‘richtig rechnen’ heifst nicht:
bei klarem Verstande, oder ungestort rechnen, sondern so rech-

nen.

Jeder math. Beweis stellt das math. Regelgebdude auf einen

neuen Fufs.

Ich habe mich gefragt: Ist Mathematik mit rein phantasti-
scher Anwendung nicht auch wirkliche Mathematik? — Aber es
fragt sich: Nennen wir es ‘Mathematik” nicht etwa nur darum
weil es hier Uberginge, Briicken gibt von der phantastischen
zur nichtphantastischen Anwendung? D.h.: wiirden wir sagen,
Leute besdfien eine Mathematik, die das Rechnen, Operieren

mit Zeichen, bloff zu okkulten Zwecken bentitzten?
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Aber ist es dann doch nicht unrichtig zu sagen: das der
Mathematik Wesentliche sei, dafd sie Begriffe bilde? — Denn die
Mathematik ist doch ein anthropologisches Phianomen. Wir
konnen es also als das Wesentliche in einem groflen Teil der
Mathematik (dessen was ‘Mathematik” genannt wird) erken-
nen & doch sagen, es spiele keine Rolle in anderen Gebieten.
Diese Einsicht allein wird freilich nicht ohne Einfluf§ auf die
sein, die die Mathematik nun so sehen lernen. Mathematik ist
also eine Familie; aber das sagt nicht dafs es uns also gleich sein

wird, was alles in sie aufgenommen wird.

Man konnte sagen: verstiindest Du keinen mathematischen Satz
besser als (Du) das Mult. Ax. verstehst, so verstiindest Du Ma-
thematik nicht.

— Hier ist ein Widerspruch. Aber wir sehen ihn nicht &
ziehen Schliisse aus ihm. Etwa auf mathematische Sitze; & auf
falsche. Aber wir erkennen diese Schliisse an. — Und bricht nun
eine von uns berechnete Briicke zusammen, so finden wir da-
fiir eine andere Ursache, oder sagen, Gott habe es so gewollt.
War nun unsre Rechnung falsch; oder war es keine Rechnung?
Gewifs, wenn wir als Forschungsreisende nun die Leute be-
trachten, die es so machen, werden wir vielleicht sagen: diese
Leute rechnen iiberhaupt nicht. Oder: in ihren Rechnungen sei
ein Element der Willkiir, welches das Wesen ihrer Mathematik
von dem der unsern unterscheidet. Und doch wiirden wir nicht

leugnen kénnen dafi die Leute eine Mathematik haben.
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Was fiir Regeln mufs der Konig geben, damit er der unangeneh-
men Situation von nun an entgeht, in die ihn sein Gefangener
gebracht hat? — Was fiir eine Art Problem ist das? — Es ist doch
dhnlich diesem: Wie muf$ ich die Regeln dieses Spiels abdn-
dern, daf3 die & die Situation nicht eintreten kann. Und das ist

eine mathematische Aufgabe.

Aber kann es denn eine mathematische Aufgabe sein, die

Mathematik zur Mathematik zu machen?

Kann man sagen: “Nachdem dies mathematische Problem ge-

16st war, begannen die Menschen eigentlich zu rechnen”?
11.03.1944

Was ist das fiir eine Sicherheit, wenn sie darauf beruht, daf3
unsre Banken tatsdchlich im allgemeinen nicht von allen ihren
Kunden auf einmal iiberrannt werden; aber bankrott wiirden,
wenn es doch geschdhe?! Nun es ist eine andere Art von
Sicherheit als die primitivere; aber es ist doch eine Sicherheit.
Ich meine: wenn nun wirklich in der Arithmetik ein Wider-
spruch gefunden wiirde — nun so bewiese das nur, daf$ eine
Arithmetik mit einem solchen Widerspruch sehr gute Dienste
leisten konnte; & es besser sein wird, wenn wir unsern Begriff
der notwendigen Sicherheit modifizieren als zu sagen, das

wire eigentlich noch keine rechte Arithmetik gewesen.

“Aber es ist doch nicht die ideale Sicherheit?” — Ideal, — fir

welchen Zweck?

Die Regeln des logischen Schliefiens sind Regeln des Sprach-

spiels.
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12.03.1944

Was fiir eine Art von Satz ist: “Die Klasse der Lowen ist kein
Lowe, aber die Klasse der Klassen eine Klasse”. Wie wird er
verifiziert? Wie konnte man ihn verwenden? — So viel ich sehe,
nur als grammatische Aussage. Jemand drauf aufmerksam zu
machen, dafs der Ausdruck “die Klasse der Lowen” nicht die
Bezeichnung eines Lowen ist, dafi aber Klassen eine Klasse

bilden konnen.

Man kann sagen, daff Wort “Klasse” werde reflexiv gebraucht,
auch wenn man, z.B., die Russellsche Theorie der Typen aner-

kennt. Denn es wird ja doch auch in ihr reflexiv verwendet.

Freilich ist, in diesem Sinn zu sagen, die Klasse der Loéwen sei
kein Lowe etc., dhnlich, als sagte jemand, er habe ein “e” fiir

£a“o__r

ein “n” gehalten, wenn er eine Kugel fiir einen Kegel ansieht.

Das plotzliche Umwechseln der Auffassung des Bildes eines
Wiirfels & die Unmoglichkeit “Lowe” & “Klasse” als

vergleichbare Begriffe zu sehen.
Der Widerspruch sagt: “Nimm Dich in Acht ...”.

Wie aber wenn man einem bestimmten Léwen (dem Konig der
Lowen etwa) den Namen “Lowe” gibt? Nun wirst Du sagen:
aber es ist doch klar daf} im Satz “Lowe ist ein Lowe” das Wort
“Lowe” auf zwei verschiedene Arten gebraucht wird. (Log.
Phil. Abh.) Aber kann ich sie nicht zu einer Art des Gebrauchs

zahlen?
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Aber wenn in dieser Weise der Satz “Lowe ist ein Lowe” ge-
braucht wiirde: wiirde ich den auf nichts aufmerksam machen,
den ich auf die Verschiedenheit der Verwendung der beiden

“Lowe” aufmerksam machte?

Man kann ein Tier daraufhin untersuchen, ob es eine Katze ist.
Aber den Begriff Katze kann man so jedenfalls nicht untersu-

chen.

Wenn auch “die Klasse der Lowen ist kein Lowe” wie ein Un-
sinn erscheint, dem man nur aus Hoflichkeit einen Sinn beile-
gen konne; so will ich diesen Satz doch nicht so auffassen,
sondern als (einen) rechten Satz, wenn er nur richtig aufgefaf3t
wird. (Also nicht so wie in Log. Phil. Abh.) Meine Auffassung
ist also hier sozusagen anders. Aber das heifst, dafl ich sage: es

gibt auch ein Sprachspiel mit diesem Satz.

“Die Klasse der Katzen ist keine Katze.” — Woher weifst Du

das?
13.03.1944

In der Tierfabel heifit es: “Der Lowe ging mit dem Fuchs
spazieren”, nicht ein Lowe mit einem Fuchs; noch auch der
Lowe so & so mit dem Fuchs so & so. Und hier ist es doch wirk-
lich so, als ob die Gattung Lowe als ein Lowe gesehen wiirde.
(Es ist nicht so, wie Lessing sagt, als ob statt irgendeinem
Lowen ein bestimmter gesetzt wiirde. “Grimmbart der Dachs”

heif$t nicht: ein Dachs mit Namen “Grimmbart”.)
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Denk Dir eine Sprache, in der die Klasse der Lowen “der Lowe
aller Lowen genannt wird”, die Klasse der Biume “der Baum
aller Baume”, etc. — weil sie sich vorstellen alle Lowen bildeten
einen groflen Lowen. [Wir sagen: “Gott hat den Menschen ge-
schaffen”.] Dann konnte jemand das Paradox aufstellen, es

gdbe keine bestimmte Anzahl aller Léwen. Etc.

Wire es aber etwa unmoglich, in so einer Sprache zu zdhlen &

zu rechnen?

Man konnte sich fragen: Welche Rolle kann ein Satz, wie
“Ich liige immer”, im menschlichen Leben spielen? Und da

kann man sich Verschiedenes vorstellen.
14.03.1944

Ist die Umrechnung einer Lange von Zoll auf cm ein logischer
Schlufs? “Der Wiirfel ist 2 Zoll lang. — Also ist er ungefdahr 50

mm lang.” Ist das ein logischer Schluf3?

Ja aber ist nicht eine Regel etwas willkiirliches? Etwas, was ich
festsetze? Und konnte ich festsetzen, dafs die Multiplikation 18 x
15 nicht 270 ergeben solle? — Warum nicht? — Aber dann ist sie
eben nicht nach der Regel geschehen, die ich zuerst festgesetzt,
& deren Gebrauch ich eingetibt hatte. Ist denn etwas, was aus
einer Regel folgt, (wieder) eine Regel? Und wenn nicht, — was

fiir eine Art von Satz soll ich es nennen?
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“Es ist den Menschen ... unméglich einen Gegenstand als von
sich selbst verschieden anzuerkennen.” Ja, wenn ich nur eine
Ahnung hitte, wie es gemacht wird, — ich versuchte es gleich! -
Aber wenn es uns unmdglich ist einen Gegenstand als von sich
selbst verschieden anzuerkennen, so ist es also wohl moglich
zwei Gegenstdnde als von einander verschieden anzuerken-
nen? Ich habe also etwa zwei Sessel vor mir & erkenne an dafs
es zwei sind. Aber da kann ich doch unter Umstinden auch
glauben, daf$ es nur einer ist; & in diesem Sinne kann ich auch
einen fiir zwei halten. — Aber damit erkenne ich doch nicht den
Sessel als von sich selbst verschieden an! Wohl; aber dann habe
ich auch nicht die zwei als voneinander verschieden anerkannt.
Wer glaubt, er konne dies tun —, & eine Art psychologisches
Spiel spielt, der tibersetze dies in ein Spiel der Gesten. Wenn er
zwei Gegenstdnde vor sich hat, zeige er mit jeder Hand auf
einen von ihnen; gleichsam als wolle er ihnen andeuten, daf3 sie
autonom seien. Hat er nur einen Gegenstand vor sich, so deutet
er mit beiden Handen auf ihn um anzudeuten, dafd man keinen
Unterschied zwischen ihm & ihm selbst machen kann. — War-
um soll man nun aber nicht das Spiel in umgekehrter Weise

spielen?
15.03.1944

Die Worte “richtig” & “falsch” werden beim Unterricht im Vor-
gehen nach der Regel gebraucht. Das Wort “richtig” lafit den
Schiiler gehen, das Wort “falsch” hélt ihn zuriick. Kénnte man
nun dem Schiiler diese Worte erklaren indem man statt ihrer
setzt: “das stimmt mit der Regel iiberein — das nicht”? Nun,

wenn er einen Begriff vom Ubereinstimmen hat. Aber wie,

407


file:///ms-124/#127.2+128.1+129.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/127.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/128.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/129.webp
file:///ms-124/#129.2+130.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/129.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/130.webp

wenn dieser eben erst gebildet werden mufs? (Es kommt darauf

an, wie er auf das Wort “libereinstimmen” reagiert.)

Man lernt nicht einer Regel folgen, indem man zuerst den

Gebrauch des Wortes “Ubereinstimmung” lernt.

Vielmehr lernt man die Bedeutung von “Ubereinstimmen”,

indem man einer Regel folgen lernt.

Wer verstehen will, was es heifit: “einer Regel folgen”, der muf3

doch selbst einer Regel folgen kénnen.

“Wenn Du diese Regel annimmst, mufit Du das tun.” — Das
kann heifsen: die Regel 1dft Dir hier nicht zwei Wege offen. (Ein
mathematischer Satz.) Ich meine aber: die Regel fiihrt Dich wie
ein Gang mit festen Mauern. Aber dagegen kann man doch ein-
wenden, die Regel liefe sich auf alle mogliche Weisen deuten. —
Die Regel steht hier wie ein Befehl. Und wirkt auch wie ein Be-
fehl.

Ein Sprachspiel: Etwas Anderes bringen; das Gleiche brin-
gen. Nun wir kénnen uns vorstellen, wie es gespielt wird. —
Aber wie kann ich es Einem erkldren? Ich kann ihm diesen Un-
terricht geben. — Aber wie weifs er dann, was er das nachste
Mal als ‘Gleiches’ bringen soll — mit welchem Recht kann ich sa-
gen, dafs er das richtige, oder falsche, gebracht hat? — Ja, ich
weif3 freilich, daf$ (hier) in gewissen Fillen Menschen auf mich
einstiirmen wiirden mit den Zeichen der MifSbilligung. Und
heifst das nun etwa, die Definition von “Gleich” wire die:
gleich sei, was alle Menschen fiir gleich hielten? — Freilich
nicht.
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Denn, um Gleichheit zu konstatieren, beniitze ich ja natiirlich
nicht die Ubereinstimmung der Menschen. Welches Kriterium

verwendest Du also? Gar keins.

Das Wort ohne Rechtfertigung zu gebrauchen, heifdt nicht, es

zu Unrecht gebrauchen.

Das Problem des vorigen Sprachspiels [Ne ...] gibt es nattirlich
auch in dem: Bringe mir etwas Rotes. Denn woran erkenne ich,
daf etwas rot ist? An der Ubereinstimmung der Farbe mit ei-
nem Muster? — Mit welchem Recht sage ich: “Ja, das ist rot.”?
Nun, ich sage es; & es ldfit sich nicht rechtfertigen. Und auch
fiir dieses Sprachspiel, wie fiir das vorige, ist es charakteris-
tisch, daff es sich unter der ruhigen Zustimmung aller

Menschen vollzoge.

Ein unentschiedener Satz der Mathematik ist etwas, was weder
als Regel, noch als das Gegenteil einer Regel anerkannt ist & die
Form einer mathematischen Aussage hat. — Ist diese Form aber

ein klar umschriebener Begriff?

Denke Dir den limn—cgn={ als eine Eigenschaft eines Musik-
stiicks (etwa). Aber nattirlich nicht so dafs das Sttick endlos
weiterliefe, sondern als eine dem Ohr erkennbare Eigenschaft

(gleichsam algebraische Eigenschaft) des Sttickes.

Denk Dir Gleichungen als Ornamente (Tapetenmuster) ver-
wendet; & nun eine Priifung dieser Ornamente daraufhin, wel-
cher Art Kurven sie entsprechen. Die Priifung wére analog der

kontrapunktischen Eigenschaften eines Musikstticks.
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Ein Beweis der zeigt, dafd die Figur “777” in der Extension
von 7t vorkommt aber nicht zeigt wo. Nun, so bewiesen wére
dieser ‘Existenzsatz’ fiir gewisse Zwecke keine Regel. Aber
konnte er nicht z.B. als Mittel der Einteilung von Entwicklungs-
regeln dienen. Es wire etwa auf analoge Art bewiesen dafs
“777” in T nicht vorkomme, wohl aber in 7t e e. etc. Die Frage
ware nun: Ist es verniinftig von dem betreffenden Beweis zu
sagen: er beweise die Existenz von “777” in dieser Entwicklung.
Dies kann einfach irrefithrend sein. Das ist eben der Fluch der

Prosa, & besonders der Russellschen Prosa, in der Mathematik.

Was schadet es, z.B., zu sagen, Gott kenne alle irrationalen Zah-
len? Oder: sie seien schon alle da, wenn wir auch nur gewisse
kennen? Warum sind diese Bilder nicht harmlos? Einmal

verstecken sie gewisse Probleme. —

Angenommen die Menschen berechnen die Entwicklung von 7
immer weiter & weiter. Der allwissende Gott weif$ also, ob sie
bis zur Zeit des Weltuntergangs zu einer Figur 777 gekommen
sein werden. Aber kann seine Allwissenheit entscheiden, ob die
Menschen nach dem Weltuntergang zu jener Figur gekommen
wiren? Sie kann es nicht. Ich will sagen: Auch Gott kann Mathe-
matisches nur durch Mathematik entscheiden. Auch fiir ihn
kann die blofie Regel des Entwickelns nichts entscheiden, was

sie fiir uns nicht entscheidet.
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Man konnte das so sagen: Ist uns die Regel der Entwicklung
gegeben, so kann uns nun eine Rechnung lehren, dafl an der
fiinften Stelle die Ziffer “2” steht. Hitte Gott dies, ohne diese
Rechnung, blofs aus der Entwicklungsregel wissen kénnen? Ich

will sagen: Nein.

Wenn ich von der Mathematik sagte, ihre Satze
bestimmen Begriffe, so ist das vag; denn “2 + 2 = 4” bildet
einen Begriff in anderem Sinne, als “p D p”, “(x).fx D fa”, oder
der Dedekindsche Satz. Es gibt hier eben eine Familie von Fal-

len.

Der Begriff der Regel zur Bildung eines unendlichen Dezimal-
bruchs ist — natiirlich — kein spezifisch mathematischer. Es ist
ein Begriff in Zusammenhang mit einer bestimmten Tiitigkeit im
menschlichen Leben. Der Begriff dieser Regel ist nicht mathe-
matischer, als der: der Regel zu folgen. Oder auch: dieser letzte-
re ist nicht weniger scharf definiert, als der Begriff so einer
Regel selbst. — Ja, der Ausdruck der Regel & sein Sinn ist nur
ein Teil des Sprachspiels: Der Regel folgen.

Man kann mit dem gleichen Recht allgemein von solchen Regeln

reden, als von den Tatigkeiten, ihnen zu folgen.

Man sagt freilich “das liegt alles schon in unserm Begriff” von
der Regel, z.B. — aber das heifdt nur: zu diesen Begriffsbestim-
mungen neigen wir. Denn was haben wir denn im Kopf, was

alle diese Bestimmungen schon enthalt?!
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Die Zahl ist, wie Frege sagt, eine Eigenschaft eines Begriffs — —
aber in der Mathematik ist sie ein Merkmal eines
mathematischen Begriffs. No ist ein Merkmal des Begriffs (der)
Kardinalzahl; & die Eigenschaft einer Technik. 2No ist ein Merk-
mal des Begriffs des unendlichen Dezimalbruchs, aber wovon
ist diese Zahl eine Eigenschaft? D.h.: von welcher Art von

Begriff kann man sie empirisch aussagen?

Der Beweis des Satzes zeigt mir, was ich auf die Wahrheit
des Satzes hin wagen will. Und verschiedene Beweise konnen

mich wohl dazu bringen dasselbe zu wagen.

Das Uberraschende, Paradoxe ist paradox nur in einer gewis-
sen, gleichsam mangelhaften, Umgebung. Man muf$ diese Um-
gebung so ergidnzen, dafs, was paradox schien nicht linger so

erscheint.

Wenn ich bewiesen habe, dafs 18 x 15 = 270 ist, so habe ich
damit auch den geometrischen Satz bewiesen, daff man durch
Anwendung der Transformationsregeln auf das Zeichen “18 x
15” das Zeichen “270” erhilt. — Angenommen nun, die Men-
schen, durch irgendein Gift am klaren Sehen, oder richtigen
Erinnern gehindert (wie wir jetzt sagen wollen) erhielten bei
dieser Rechnung nicht “270”. — Ist die Rechnung, wenn man
mit ihr nicht richtig voraussagen kann, was Einer unter norma-
len Umstdnden herausbringen wird, nicht nutzlos? Nun, auch
wenn sie es ist, so zeigt das nicht dafs der Satz 18 x 15 = 270 der

Erfahrungssatz sei: die Menschen rechneten im allgemeinen so.
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Anderseits ist es nicht klar, dafy die allgemeine Ubereinstim-
mung der Rechnenden ein charakteristisches Merkmal alles
dessen ist was man “Rechnen” nennt. Ich konnte mir denken,
daff Leute die rechnen gelernt haben unter bestimmten Um-
stinden, etwa unter dem Einfluff des Opiums, anfingen Einer
verschieden vom Andern zu rechnen, & von diesen Rechnun-
gen Gebrauch machten; & dafs man nun nicht sagte, sie rechne-
ten ja gar nicht & seien unzurechnungsfahig, sondern dafs man
ihre Rechnungen als berechtigtes Vorgehen hinndhme. Aber
miissen sie nicht wenigstens zum gleichen Rechnen abgerichtet
werden? Gehort das nicht zum Begriff des Rechnens? Ich glau-

be, man kénnte sich auch da Abweichungen vorstellen.

Kann man sagen, dafd die Mathematik eine experimentelle
Forschungsweise, Fragestellung, lehrt? [— ] Nun kann man
nicht sagen, sie lehre mich z.B. zu fragen, ob ein gewisser
Korper sich einer Parabelgleichung gemifl bewegt? — Was tut
aber die Mathematik in diesem Fall? Ohne sie oder ohne die
Mathematiker wéren wir freilich nicht zur Definition dieser
Kurve gelangt. War aber, diese Kurve definieren schon Mathe-
matik? Bedingte es z.B. Mathematik, wenn Leute die Bewegung
von Korpern darauf hin untersuchten, ob ihre Bahn sich durch
eine Ellipsenkonstruktion mit einem Faden & zwei Nageln dar-
stellen lasse? Wer diese Art der Untersuchung erfunden hitte,
hétte der Mathematik getrieben? Er hat doch einen neuen Be-
griff geschaffen. Aber war es auf die Art wie die Mathematik
dies tut? War es, wie uns die Multiplikation 18 x 15 = 270 einen
neuen Begriff gibt?
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Kann man also nicht sagen, die Mathematik lehrt uns z&h-
len? Wenn sie uns aber zidhlen lehrt, warum nicht auch Farben

miteinander vergleichen?

Es ist klar: wer uns die Ellipsengleichung lehrt, lehrt uns einen
neuen Begriff. Wer uns aber beweist, dafs diese Ellipse & diese
Gerade sich in diesen Punkten schneiden; nun der gibt uns auch

einen neuen Begriff.

Uns die Ellipsengleichung lehren ist d&hnlich wie, uns zdhlen
lehren. Aber auch dhnlich wie, uns die Frage lehren: “sind hier

hundertmal soviel Kugeln als dort?”.

Wenn ich nun jemand in einem Sprachspiele diese Frage & eine
Methode sie zu beantworten gelehrt hétte, hétte ich ihn Mathe-

matik gelehrt? Oder nur, wenn er mit Zeichen operiert hat?

(Wére das etwa als fragte man: “wire auch das eine Geometrie,

die nur aus den Euklidschen Axiomen bestiinde?”)

Wenn die Arithmetik uns die Frage “wieviel?” lehrt, warum

nicht auch die Frage “Wie dunkel?”?

Aber die Frage “sind hier hundertmal soviel Kugeln als dort”
ist doch keine mathematische Frage & ihre Antwort kein ma-
thematischer Satz. Eine mathematische Frage wire: “Sind 170
Kugeln hundertmal soviel als 3 Kugeln?” (Und zwar ist dies

eine Frage der reinen, nicht der angewandten Mathematik.)

Soll ich nun sagen, daf,, wer uns Dinge zdhlen lehrt, &
dhnliches, uns neue Begriffe gibt, & auch der, welcher uns reine

Mathematik mit solchen Begriffen lehrt?
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Ist eine neue Begriffsverkniipfung ein neuer Begriff? Und

schafft die Mathematik Begriffsverkniipfungen?
Das Wort “Begriff” ist ganz & gar zu vag.

Die Mathematik lehrt uns auf neue Weise mit den Begriffen
operieren. Und man kann daher sagen, sie d&ndert unsere Be-

griffstatigkeit.

Aber erst der bewiesene, oder als Postulat angenommene ma-

thematische Satz tut das, nicht der problematische.

Kann man aber nicht doch mathematisch experimentie-
ren? Z.B. versuchen, ob sich aus einem quadratischen Papier
ein Katzenkopf falten 14fit, wobei die physikalischen Eigenschaf-
ten des Papiers, seine Festigkeit, Dehnbarkeit, etc. nicht in
Frage gezogen werden? Nun man redet doch hier gewifs von ei-
nem Versuchen. Und warum nicht von einem Experimentie-
ren? Dieser Fall ist doch dhnlich dem, Zahlenpaare versuchs-
weise in die Gleichung x 2 4+ y 2 = 25 einzusetzen, um eines zu
finden das die Gleichung befriedigt. Und kommt man also end-
lich auf 32 + 42 = 25, ist dieser Satz nun das Resultat eines
Experiments? Warum nannte man den Vorgang denn ein Ver-
suchen? Hatten wir es auch so genannt, wenn Einer immer aufs
erste Mal mit volliger Sicherheit (den Zeichen der Sicherheit)
aber ohne Rechnung, solche Probleme 16ste? Worin bestiinde
hier das Experimentieren? Angenommen, ehe er die Losung

gibt, erscheint sie ihm als Vision. —

18.03.1944

415


file:///ms-124/#147.4
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/147.webp
file:///ms-124/#147.5
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/147.webp
file:///ms-124/#148.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/148.webp
file:///ms-124/#148.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/148.webp
file:///ms-124/#148.3+149.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/148.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/149.webp
file:///ms-124/#149.2

Wenn eine Regel Dich nicht zwingt, so folgst Du keiner Regel.

Aber wie soll ich ihr denn folgen; wenn ich ihr doch folgen

kann, wie ich will?

Wie soll ich dem Wegweiser folgen, wenn alles was ich tue ein

Folgen ist?

Aber daf3 alles (auch) als ein Folgen gedeutet werden kann,
heifit doch nicht, dafs alles ein Folgen ist.

Aber wie deutet denn also der Lehrer dem Schiiler die Regel?
(Denn der soll ihr doch gewifs eine bestimmte Deutung geben.)
— Nun, wie anders, als durch Worte & Abrichtung? Und der
Schiiler hat die Regel (so gedeutet) inne, wenn er so & so auf
sie reagiert. Das aber ist wichtig, dafy diese Reaktion, die uns
das Verstandnis verbiirgt, bestimmte Umstande, bestimmte Le-
bens- & Sprachformen als Umgebung, voraussetzt. (Wie es kei-
nen Gesichtsausdruck gibt ohne Gesicht.) Dies ist eine wichtige

Gedankenbewegung.)

Zwingt mich eine Linie dazu ihr nachzufahren? — Nein;
aber wenn ich mich dazu entschlossen habe sie so als Vorlage
zu gebrauchen, dann zwingt sie mich. — Nein; dann zwinge ich
mich sie so zu gebrauchen. Ich halte mich gleichsam an ihr fest.
— Aber wichtig ist hier doch, dafs ich sozusagen ein fiir allemal
den Entschluff mit der (allgemeinen) Deutung fassen & halten

kann, & nicht bei jedem Schritt von frischem deute.
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Die Linie, konnte man sagen, gibt’s mir ein, wie ich gehen soll.
Aber das ist nattirlich nur ein Bild. Und gébe sie mir jedesmal
etwas andres ein, so folgte ich ihr nicht als Regel. Und was “an-
deres”, & was “das Gleiche” heif3t, das kann nur das Leben ent-

scheiden.

“Die Linie gibt mir ein, wie ich gehen soll”: das paraphrasiert

nur, dafs sie meine letzte Instanz dafiir ist, wie ich gehen soll.

Denke dir Einer folgte einer Linie als Regel auf diese
Weise: Er hélt einen Zirkel, dessen eine Spitze er der Regel
entlang fiihrt, wahrend die andre Spitze die Linie zieht, die der
Regel folgt. Und wie er so der Regel-Linie entlang geht, 6ffnet
& schliefit er den Zirkel, anscheinend mit grofier Genauigkeit,
wobei er immer auf die Regel schaut, als bestimme sie sein Tun.
Wir nun, die wir ihm zusehen, sehen keinerlei Regelméfsigkeit
in diesem Offnen & Schliefen. Wir konnen daher seine Art, der
Linie zu folgen, von ihm auch nicht lernen. Wir glauben ihm

aber, die Linie habe ihm eingegeben, was er tat.

Wir wiirden hier (vielleicht) wirklich sagen: “Die Vorlage
scheint ihm einzugeben, wie er zu gehen hat. Aber sie ist keine

Regel.”

Nimm an einer folgt der Reihe x = 1, 3, 5, 7, ... indem er
die Reihe der x2 + 1 hinschreibt; & er fragte sich: “aber tue ich
auch immer das Gleiche, oder jedesmal etwas anderes?” Wer
von einem Tag auf den andern verspricht: “morgen werde ich
das Rauchen aufgeben”, sagt der jeden Tag das Gleiche; oder

jeden Tag etwas anderes?
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Wie ist das zu entscheiden, ob er immer das gleiche tut, wenn

ihm die Linie eingibt, wie er gehen soll?

Wollte ich nicht sagen: Nur das gesamte Bild der Verwen-
dung des Wortes “gleich” in seiner Verwebung mit den Ver-
wendungen der andern Worter kann entscheiden, ob er das

Wort verwendet wie wir?

Tut er nicht immer das Gleiche, ndamlich, es sich von der Linie
eingeben zu lassen, wie er gehen soll? Wie aber, wenn er sagt,
die Linie gebe ihm einmal dies, einmal jenes ein? Koénnte er
nun nicht sagen: er tue in einem Sinne immer das Gleiche, aber
einer Regel folge er doch nicht? Und kann aber auch nicht der,
der einer Regel folgt, doch sagen, in einem gewissen Sinne tue
er jedesmal etwas Anderes? So bestimmt also, ob er das Gleiche

tut, oder immer etwas anderes, nicht, ob er einer Regel folgt.

Nur so kann man den Vorgang, einer Regel folgen, beschreiben,

dafi man in anderer Weise beschreibt, was wir dabei tun.

Hitte es einen Sinn zu sagen: “Wenn er jedesmal etwas anderes
tate, wiirden wir nicht sagen: er folge einer Regel”? Das hat kei-

nen Sinn.

“Aber reicht denn nicht das Verstdndnis weiter, als alle
Beispiele?” Ein sehr merkwiirdiger Ausdruck, & ganz natiir-
lich.

Wenn man Beispiele aufzédhlt & dann sagt “und so weiter”, so
wird dieser letztere Ausdruck auf andere Weise erklart, als die

Beispiele.
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Denn das “und so weiter” kénnte man einerseits durch einen
Pfeil ersetzen der anzeigt, dafs das Ende der Beispielreihe nicht
ein Ende ihrer Anwendung bedeuten soll. Anderseits heift
“und so weiter” auch: es ist genug, Du hast mich verstanden;

wir brauchen keine weiteren Beispiele.

Wenn wir den Ausdruck durch eine Geste ersetzen, so konnte
es ja sein, dafd die Menschen unsre Beispielreihe nur dann ver-
stiinden,, wie sie sollten, (nur dann ihr richtig folgten,) wenn
wir am Schluf$ diese Geste machten. Diese wére also ganz ana-

log der des Zeigens auf einen Gegenstand, oder Ort.

Nimm an, eine Linie gebe mir ein, wie ich ihr folgen soll;
d.h., wenn ich ihr mit den Augen nachgehe, so sagt mir etwa
eine innere Stimme: zieh so. — Nun, was ist der Unterschied
zwischen diesem Vorgang, einer Art Inspiration zu folgen &
dem, einer Regel zu folgen? Denn sie sind doch nicht das
Gleiche. In dem Fall der Inspiration warte ich auf die Anwei-
sung. Ich werde einen Andern nicht meine ‘Technik” lehren
koénnen, der Linie zu folgen. Es sei denn, ich lehre ihn eine Art
des Hinhorchens, der Rezeptivitit, etc. Aber dann kann ich na-

tiirlich nicht erwarten, daf er der Linie so folgt, wie ich.

Man konnte sich auch so einen Unterricht in einer Art von
Rechnen denken. Die Kinder kénnen dann, ein jeder auf seine
Weise, rechnen; solange sie nur auf die innere Stimme horchen

& ihr folgen. — Dieses Rechnen wire wie ein Komponieren.
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Denn gehort nicht zum Befolgen einer Regel die Modglichkeit
einen Andern im Folgen abzurichten? Und zwar durch Beispie-
le. Und das Kriterium seines Verstindnisses muf3 die Uberein-
stimmung der einzelnen Handlungen sein. Also nicht wie beim

Unterricht in der Rezeptivitat.

Wie folgst Du der Regel? — “Ich mach es so: “ ... & nun fol-
gen allgemeine Erklarungen & Beispiele. — — Wie folgst Du der
Stimme der Linie? — “Ich sehe auf sie hin, schliefle alle

Gedanken aus, etc. etc.”

“Ich wiirde nicht sagen, daf} sie mir immer etwas anderes ein-

gebe, wenn ich ihr als Regel folgte.” Kann man das sagen?
19.03.1944

Kannst du Dir absolutes Gehor vorstellen, wenn Du es nicht
hast? Kannst Du es Dir vorstellen, wenn Du es hast? — Kann ein
Blinder sich das Sehen von rot vorstellen? Kann ich mir es vor-
stellen? Kann ich mir vorstellen, dafs ich so & so spontan rea-
giere, wenn ich’s nicht tue? Kann ich mir’s besser vorstellen,

wenn ich’s tue?

Kann ich aber das Sprachspiel spielen, wenn ich nicht so rea-

giere?
20.03.1944

Man fiihlt nicht, daf man immer des Winks (der Eingebung)
der Regel gewdrtig sein mufs. Im Gegenteil. Wir sind nicht ge-
spannt darauf, was sie uns jetzt sagen wird, sondern sie sagt

uns immer dasselbe, & wir tun, was sie uns sagt. Man kénnte

420


file:///ms-124/#158.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/158.webp
file:///ms-124/#158.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/158.webp
file:///ms-124/#158.4
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/158.webp
file:///ms-124/#159.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/159.webp
file:///ms-124/#159.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/159.webp
file:///ms-124/#159.4+160.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/159.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/160.webp

sagen: wir sehen, was wir beim Befolgen der Regel tun, unter

dem Gesichtspunkt des immer Gleichen an.

Man konnte dem, den man abzurichten anfdngt, sagen: “Sieh,

ich tu immer das Gleiche: ...”.

Wann sagen wir: “Die Linie gibt mir das als Regel ein —im-
mer das Gleiche.” Und anderseits: “Sie gibt mir immer wieder
ein, was ich zu tun habe — sie ist keine Regel.” Im ersten Fall
heif3t es: ich habe keine weitere Instanz dafiir, was ich zu tun
habe. Die Regel tut es ganz allein; ich brauche ihr nur zu folgen
(& folgen ist eben eins). Ich fiihle nicht z.B., es ist seltsam, dafs
mir die Linie immer etwas sagt. — Der andre Satz sagt: Ich weifs

nicht, was ich tun werde; die Linie wird’s mir sagen.

Die Kunstrechner, die zum richtigen Resultat gelangen, aber
nicht sagen kénnen, wie. Sollen wir sagen: sie rechnen nicht?

(Eine Familie von Féllen.)
Diese Dinge sind feiner gesponnen, als grobe Hande ahnen.

Kann ich nicht einer Regel zu folgen glauben? Gibt es die-
sen Fall nicht? Und kann ich dann nicht auch keiner Regel zu
folgen glauben & doch einer folgen? Wiirden wir nicht auch et-

was so nennen?
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Wie kann ich das Wort “gleich” erkldren? — Nun, durch
Beispiele. — Aber ist das alles? gibt es nicht eine noch tiefere Er-
klarung; oder mufs nicht doch das Verstindnis der Erklarung
tiefer sein? — Ja, hab ich denn selbst ein tieferes Verstandnis?
Habe ich mehr, als ich in der Erkldrung gebe? Woher dann aber
das Gefiihl, ich hitte mehr, als ich sagen kann? Ist es, dafs ich
das nicht Begrenzte als Lange deute, die iiber jede Lange hin-
ausreicht? (Die nicht begrenzte Erlaubnis, als Erlaubnis zu

etwas Grenzenlosem.)

Die Vorstellung die mit dem Grenzenlosen geht, ist die von

etwas so grofsem, dafs wir sein Ende nicht sehen kénnen.

Die Verwendung des Wortes “Regel” ist mit der Verwendung

des Wortes “gleich” verwoben.

Uberlege Dir: Unter welchen Umstdnden wird der Forschungs-
reisende sagen: Das Wort “ ...” dieses Stammes heifit soviel wie
unser “und so weiter”? Stelle Dir Einzelheiten ihres Lebens &

ihrer Sprache vor, die ihn dazu berechtigen wiirden.

“Ich weifs doch, was ‘gleich’ heifsit!” — Daran zweifle ich nicht;

ich weif$ es auch.

@ “Die Linie gibt’s mir ein ...” Hier ist der Ton auf dem Un-
greifbaren dieses Eingebens. Eben darauf, dafd nichts meine
Handlung von der Regel trennt, dafd nichts zwischen ihr & der
Handlung steht.
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Man konnte sich aber denken, dafd einer mit solchen Gefiihlen
multipliziert, richtig multipliziert; immer wieder sagt: “Ich
weif nicht — jetzt gibt mir die Regel auf einmal das ein!” & dafs

wir antworten: “Freilich; Du gehst ja ganz nach der Regel vor.”

Einer Regel folgen: das lédfit sich verschiedenem entgegenset-
zen. Der Forschungsreisende wird, unter anderm, auch die
Umstande beschreiben (kénnen), unter denen ein Einzelner
dieser Leute nicht von sich selbst sagt, er folge einer Regel.
Néamlich auch dann, wenn es in mancher Beziehung so aus-
sieht.

Aber konnten wir nicht auch rechnen, wie wir rechnen (Alle
tibereinstimmend, etc.) & doch bei jedem Schritt das Gefiihl
haben, von den Regeln wie von einem Zauber geleitet zu wer-
den; erstaunt dartiber vielleicht, daf$ wir tibereinstimmen? (Der

Gottheit etwa fiir diese Ubereinstimmung dankend.)

Daraus siehst Du nur, wieviel zu der Physiognomie dessen ge-
hort, was wir im alltdglichen Leben “einer Regel folgen” nen-

nen!

Man folgt der Regel ‘mechanisch’. Man vergleicht sich also mit

einem Mechanismus.

“Mechanisch”, das heifdt: ohne zu denken. Aber ganz ohne zu

denken? Ohne nachzudenken.

Der Forscher konnte sagen: “Sie folgen Regeln, aber es sieht

doch ganz anders aus, als bei uns.”
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“Sie gibt mir, verantwortungslos, dies, oder das ein” heifst: ich
kann es Dich nicht lehren, wie ich der Linie folge. Ich setze
nicht voraus, dafd Du ihr folgen wirst wie ich, auch wenn Du

ihr folgst.
21.03.1944

Eine Addition von Formen, in der gewisse Glieder verschmel-

zen spielt in unserm Leben eine sehr geringe Rolle. - Wie wenn

O&
A

die Figur

ergeben. Aber wére dies eine wichtige Operation, so hétten wir
vielleicht einen andern geldufigen Begriff von der

arithmetischen Addition.
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Dafs man ein Boot, einen Hut, etc. aus einem quadratischen
Stiick Papier (nach gewissen Regeln) falten kann, ist uns nattir-
lich als geometrische Tatsache zu betrachten, nicht der Physik.
Aber ist Geometrie, so verstanden, nicht ein Teil der Physik?
Nein; wir spalten die Geometrie von der Physik ab. Die geome-
trische Moglichkeit von der physikalischen. Aber wie, wenn
man sie beisammen liefle? Wenn man einfach sagte: “wenn Du
das & das & das mit dem Stiick Papier tust, wird dies heraus-
kommen”? Was zu tun ist, konnte durch einen Reim gegeben
werden. Ist es denn nicht moglich, daff jemand zwischen den
beiden Moglichkeiten gar nicht unterscheidet? Wie etwa ein
Kind, das diese Technik lernt. Es weifd nicht, & denkt nicht
dariiber nach, ob diese Resultate des Faltens nur méglich sind
weil das Papier sich dabei in der & der Weise dehnt, verzerrt,

oder, weil es sich nicht verzerrt.
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Und ist es nun nicht auch so in der Arithmetik? Warum sollten
Leute nicht rechnen lernen konnen ohne einen Begriff von einer
mathematischen & einer physikalischen Tatsache. Sie wissen
nur, dafs das immer herauskommt, wenn sie gut achtgeben &
tun was man sie gelehrt hat. Denken wir uns, wahrend wir
rechneten verdnderten sich die Ziffern sprungweise auf dem
Papier. Eine Eins wiirde plotzlich zu einer 6 dann zu einer 5,
dann wieder zu einer 1 u.s.f. Und ich will einmal annehmen,
das dnderte an der Rechnung gar nichts, weil, sowie ich eine
Ziffer ablese um mit ihr zu rechnen, oder sie anzuwenden, sie
wieder zu der wiirde, die wir bei unserm Rechnen vor uns ha-
ben. Dabei sdahe man aber wohl wihrend des Rechnens wie die
Ziffern sich dndern; wir sind aber instruiert uns darum weiter
nicht zu kiimmern. Dieses Rechnen konnte nattrlich, auch
wenn wir die obige Annahme nicht machen, zu brauchbaren
Resultaten fithren. Wir rechnen hier streng nach Regeln, &
doch muf§ dies Resultat nicht herauskommen. — Ich nehme an,
dafs wir keinerlei GesetzmafSigkeit in dem Wechsel der Ziffern

sehen.

Ich will sagen: Man konnte dieses Rechnen wirklich als ein Ex-
perimentieren auffassen, & z.B. sagen: “versuchen wir was jetzt

herauskommt, wenn ich diese Regel anwende”.

Oder auch: “Machen wir dieses Experiment: schreiben wir die
Ziffern mit einer Tinte von dieser Zusammensetzung ... &

rechnen nach der Regel ....

Nun konntest Du natiirlich sagen: “Dieses Manipulieren von

Ziffern nach Regeln ist (nun) kein Rechnen.
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“Wir rechnen nur, wenn hinter dem Resultat ein Muf steht.” —
Aber wenn wir nun nur dieses Mufs nicht wissen, — liegt es da
dennoch in der Rechnung? Oder rechnen wir nicht, wenn wir

es sozusagen ganz naiv tun?

Wie ist es damit: Der rechnet nicht, der, wenn ihm einmal das,
einmal jenes herauskommt & er einen Fehler nicht finden kann,
sich damit abfindet & sagt: es zeige sich eben, dafi gewisse

noch unbekannte Umstdnde das Ergebnis beeinflussen.

Man kénnte das so ausdriicken: Wer die Rechnung zum Finden

eines kausalen Zusammenhangs verwendet, rechnet nicht.

Die Kinder werden nicht nur im Rechnen geiibt, sondern auch
in einer ganz bestimmten Stellungnahme gegen einen Rechen-
tehler.

Was ich sage, kommt darauf hinaus, die Mathematik sei norma-

tiv. Aber “Norm” bedeutet nicht dasselbe, wie “Ideal”.
22.03.1944

Die Einfiihrung einer neuen Schlufiregel kann man als Uberg-
ang zu einem neuen Sprachspiel auffassen. Ich stelle mir eines
vor, in welchem etwa eine Person ‘p D q" aussagt, eine andere
p’, & eine dritte den Schlufs zieht.

427


file:///ms-124/#168.4
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/168.webp
file:///ms-124/#168.5+169.1
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/168.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/169.webp
file:///ms-124/#169.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/169.webp
file:///ms-124/#169.3
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/169.webp
file:///ms-124/#169.4
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/169.webp
file:///ms-124/#171.2
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ms-124/171.webp

Ist es moglich, zu beobachten, daf3 eine Flache rot & blau
gefdarbt ist; & nicht zu beobachten, daf3 sie rot ist? Denk Dir,
man verwende eine Art Farbadjektiv fiir Dinge, die halb rot
halb blau sind: Man sagt sie seien ‘bu’. Kénnte nun jemand
nicht darauf trainiert sein, zu beobachten, ob etwas bu ist; &
nicht darauf, ob es auch rot ist? Dieser wiirde dann nur zu
melden wissen: “bu”, oder “nicht bu”. Und wir wiirden aus

der ersten Meldung den Schluf$ ziehen, die Flache enthalte rot.
23.03.1944

Ich stelle mir vor, dafs die Beobachtung durch ein psychologi-
sches Sieb geschieht, das z.B. nur das Faktum durchldfit, die
Flache sei blau-weif3-rot (franzosische Trikolore), oder sei es

nicht.

Ist es nun eine besondere Beobachtung, die Flache sei zum Teil
rot, wie kann dies logisch aus dem Vorigen folgen. Die Logik

kann uns doch nicht sagen, was wir beobachten miissen.

Jemand zhlt Apfel in einer Kiste; er zahlt bis 100. Ein Andrer
sagt: “also sind jedenfalls 50 Apfel in der Kiste” (das ist alles,
was ihn interessiert). Das ist doch ein logischer Schlufs; ist es

aber nicht auch eine besondere Erfahrung?

Eine Flidche, in eine Anzahl von Streifen geteilt, wird von
mehreren Leuten beobachtet. Die Farben der Streifen dndern

sich, alle
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zu gleicher Zeit, immer nach je einer Minute. Jetzt sind die Far-
ben: rot, griin, blau, schwarz, schwarz, blau. Es wird beobach-
tet: rot @ blau D schwarz .D. weifs Es wird auch beobachtet: ~
griin O ~ weifd und Einer zieht den Schluf8: ~ griin D rot e blau
e ~ schwarz Und diese Implikationen sind ‘material

implications” in Russells Sinn.
Aber kann man denn, daf3
r.bds.D.w,

beobachten? Beobachtet man nicht Farben-Zusammenstellungen,
also etwa, daf3 r e b ® s @ w; & leitet dann jenen Satz ab? Aber
kann Einer bei der Beobachtung einer Fliche nicht ganz von
der Frage eingenommen sein, ob sie sich griin, oder nicht griin
farben wird; & wenn er nun sieht: ~g, muf’ er auf die besonde-
re Farbe der Flache aufmerksam sein? Und konnte einer nicht
ganz von dem Aspekt r « b D s .D. w eingenommen sein?
Wenn er z.B. dazu angelernt worden wire, alles andere verges-
send, nur unter diesem Gesichtspunkt die Flache zu betrach-
ten. (Es konnte den Menschen unter bestimmten Verhéltnissen
gleichgiiltig sein, ob Gegenstinde rot, oder griin sind; von
Wichtigkeit aber, ob sie eine dieser Farben, oder eine dritte
besitzen. Und es konnte in diesem Falle ein Farbwort fiir “rot

oder griin” geben.)

Wenn man aber beobachten kann, daf3
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rebDs.D.w
&
NgDNW’

dann kann man ja auch beobachten, & nicht blof3 schlieflen,
daf

~gDrebe~s.

Wenn dies drei Beobachtungen sind, dann muf§ es auch mog-
lich sein, daf3, die dritte Beobachtung, nicht mit dem logischen

Schluf’ aus den beiden ersten iibereinstimmt.
24.03.1944

[- <] Ist es denn also denkbar, dafd einer beim Beobachten
einer Flache die Verbindung Rot-&-Schwarz sieht (etwa als
Flagge), aber, wenn er sich (nun) drauf einstellt, eine der
beiden Hilften zu sehen, statt des Rot ein Blau sieht? Nun, Du
hast es gerade beschrieben. — Es wire etwa so, wie wenn je-
mand auf eine Gruppe von Apfeln schaute & sie ihm immer als
zwei Gruppen von je zwei Apfeln erschienen, so wie er aber
versuchte, sie mit dem Blick zusammenzufassen, erschienen sie
ihm als 5. Dies wére ein sehr merkwiirdiges Phanomen. Und es

ist keines, von deren Moglichkeit wir Notiz nehmen.
25.03.1944

Erinnere Dich dran, dafd ein Rhombus, als Raute angesehen,

nicht wie ein Parallelogramm ausschaut. Nicht aber, als schie-
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nen seine gegeniiberliegenden Seiten nicht parallel zu sein,

sondern der Parallelismus fallt uns nicht auf.

Ich kénnte mir denken, dafd Einer sagt, er sdhe einen weifs
& gelben Stern aber nichts Gelbes — weil er den Stern gleichsam
als eine Verbindung von Farbteilen sieht, die er nicht zu trennen

vermag.

Er hatte z.B. Figuren vor sich, wie diese
Vé"
e\

A
57

P4
0
A

Gefragt, ob er ein rotes Fiinfeck sieht & wiirde er ‘ja’ sagen;
gefragt ob er ein gelbes sieht: ‘nein’. Ebenso sagt er er sehe ein
blaues Dreieck, aber kein rotes. — Aufmerksam gemacht sagte
er etwa: “Ja, jetzt seh ich’s; ich hatte die Sterne nicht so
aufgefafst.” Und so konnte es ihm auch vorkommen, man kon-
ne die Farben im Stern nicht trennen, weil man die Formen

nicht trennen kann.
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Der kann die Geographie einer Landschaft nicht iibersehen ler-
nen, der so langsam in ihr sich fortbewegt, dafs er das eine

Stiick vergessen hat, wenn er zu einem andern kommt.
@ 29.03.1944

Warum rede ich immer vom Zwang durch die Regel; warum
nicht davon, daf ich ihr folgen wollen kann? Denn das ist ja
ebenso wichtig. Aber ich will auch nicht sagen, die Regel zwin-
ge mich so & so zu handeln, sondern sie mache es mir moglich,

mich an ihr anzuhalten & von ihr zwingen zu lassen.

Und wer, z.B., ein Spiel spielt, der hélt sich an seine Regeln.
Und es ist eine interessante Tatsache, dafs Menschen zum Ver-

gniigen Regeln aufstellen & sich dann nach ihnen halten.

Meine Frage war eigentlich: “wie kann man sich an eine Regel
halten?” Und das Bild, das einem hier vorschweben konnte,
wire das eines kurzen Stiicks Geldnder, durch das ich mich
weiter soll fiihren lassen, als das Geldander reicht. [ Aber da ist
doch nichts; aber da ist doch nicht nichts!] Denn wenn ich Frage
“wie kann man sich ...”, so heifst es, dafy mir hier etwas paradox

erscheint; also ein Bild mich verwirrt.

“Dafs das auch rot ist, daran habe ich gar nicht gedacht; ich

habe es nur als Teil des mehrfarbigen Ornaments gesehen.”

Logischer Schluf ist ein Ubergang der gerechtfertigt ist, wenn
er einem bestimmten Paradigma folgt & dessen Rechtmafiigkeit

von sonst nichts abhangt.
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Wir sagen: “Wenn ihr beim Multiplizieren wirklich der
Regel folgt, mufl das Gleiche herauskommen.” Nun, wenn dies
nur die etwas hysterische Ausdrucksweise der Universitatss-
prache ist, so braucht sie uns nicht sehr zu interessieren. Es ist
aber der Ausdruck einer Einstellung zu der Technik des Rech-
nens, die sich iiberall in unserm Leben zeigt. Die Emphase des
Mufs entspricht nur der Unerbittlichkeit dieser Einstellung
sowohl zur Technik des Rechnens, als auch zu unzihligen

verwandten Techniken.

Das mathematische Muf$ ist nur ein andrer Ausdruck dafiir,
dafs die Mathematik Begriffe bildet. Und Begriffe dienen zum
Begreifen. Sie entsprechen einer bestimmten Behandlung der

Sachlagen.
Die Mathematik bildet ein Netz von Normen.

m Es ist moglich, den Komplex aus A & B sehen, ohne A,
oder B, zu sehen. Es ist auch moglich, den Komplex einen
“Komplex von A & B” zu nennen & zu denken, diese Benen-
nung deutete nur auf eine Art Verwandtschaft dieses Ganzen
mit A & mit B hin. Es ist also moglich, zu sagen, man sehe den
Komplex von A & B, aber weder A noch B. Etwa wie man sa-
gen konnte, es sei hier ein rotlich-gelb, aber weder rot noch

gelb.
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Kann ich nun A & B vor mir haben & auch beide sehen, aber
nur AvB beobachten? Nun, in gewissem Sinne ist das doch
moglich. Und zwar dachte ich mir es so, dafd der Beobachter
von einem gewissen Aspekt eingenommen sei; daf’ er etwa eine
bestimmte Art von Paradigma vor sich habe, in einer bestimm-
ten Routine der Anwendung begriffen sei. — Und wie er nun
auf AvB eingestellt sein kann, so (doch) auch auf A e B. Es fallt
ihm also nur A e B auf & nicht, z.B., A. Auf AvB eingestellt sein
heifie, konnte man sagen, mit dem Begriff ‘AvB” auf die & die
Situation zu reagieren. Und genauso kann man’s natiirlich auch
mit A e B tun.

Sagen wir: es interessiert Einen nur A e B, & er urteilt also, was
immer geschieht, nur “A e B”, oder “~ (A e B)”; so kann ich
mir denken, dafs er “A e B” urteilt & auf die Frage “siehst Du
B?” sagt “nein, ich sehe A e B”. Etwa wie mancher der A e B

sieht nicht zugeben wird, er sehe AVB.
D 30.03.1944

Aber die Flache ‘ganz rot sehen’ & ‘ganz blau sehen’ sind doch
gewif$ ‘echte” Erfahrungen, & doch sagen wir, Einer konne sie

nicht zugleich haben.

Wenn er uns nun versicherte, er sehe diese Fliache ganz rot &
zugleich ganz blau? Wir miifiten sagen: “Du machst Dich uns

nicht verstandlich”.
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Der Satz 1 Fuf§ = ... cm ist bei uns zeitlos. Man konnte sich aber
auch den Fall denken, in welchem sich das Fufimafs & das Me-
termaf nach & nach etwas verdnderten & dann immer wieder
verglichen werden miifiten um in einander umgerechnet zu

werden.

Ist aber nicht auch bei uns das Verhdltnis der Langen des Me-
ters & Fufles experimentell bestimmt worden? Doch; aber das

Ergebnis wurde zu einer Regel gestempelt.

Inwiefern kann man sagen, ein Satz der Arithmetik gebe
uns einen Begriff? Nun, denken wir uns ihn nicht als Satz, als
Entscheidung einer Frage, sondern als eine, irgendwie

anerkannte, Verbindung von Begriffen.

Das gleichgesetzte 252 & 625 gibt mir nun, konnte man sagen,
einen neuen Begriff. Und der Beweis zeigt, was es mit dieser
Gleichheit fiir eine Bewandtnis hat. — “Einen neuen Begriff
geben” kann nur heifSen, eine neue Begriffsverwendung

einfiihren, eine neue Praxis.

“Wie kann man den Satz von seinem Beweis loslosen?” Dieser

Satz zeigt natiirlich eine falsche Auffassung.
Der Beweis ist eine Umgebung des Satzes.
‘Begriff” ist ein vager Begriff.

Nicht in jedem Sprachspiel gibt es etwas, was man

“Begriffe” nennen wird.
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Begriff ist etwas wie ein Bild, womit man Gegenstinde ver-

gleicht.

Gibt es im Sprachspiel (2) Begriffe? Aber man konnte es leicht
so erweitern, daff “Platte”, “Wiirfel”, etc. zu Begriffswortern
wiirden. Z.B. durch eine Technik des Beschreibens oder Abbil-
dens jener Gegenstdande. Es ist natiirlich keine scharfe Grenze
zwischen Sprachspielen, die mit Begriffen arbeiten, & andern.
Wichtig ist, dafs das Wort “Begriff” sich auf eine Art von Behelf

im Mechanismus der Sprachspiele bezieht.

Betrachte einen Mechanismus. Etwa den:

Wihrend der Punkt A einen Kreis beschreibt, beschreibt B eine
Acht. Wir schreiben das nun als einen kinematischen Satz.
Indem ich den Mechanismus umtreibe, beweist mir seine Be-
wegung den Satz; wie eine Konstruktion auf dem Papier es
tate. Der Satz entspricht etwa einem Bild des Mechanismus mit
den eingezeichneten Bahnen der Punkte A & B. Er ist also in
gewisser Beziehung ein Bild jener Bewegung. Er halt das fest,
wovon mich der Beweis {iberzeugt. Oder — wozu er mich {iber-
redet.

Wenn der Beweis das Vorgehn nach der Regel registriert, so

erzeugt er (dadurch) einen neuen Begriff.
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Indem er einen neuen Begriff erzeugt, {iberzeugt er mich von
etwas. Denn zu dieser Uberzeugung ist es wesentlich, daf} das
Vorgehn nach diesen Regeln immer das gleiche Bild erzeugen
mufl. (‘Gleich’” ndmlich nach unsern gewthnlichen Regeln des

Vergleichens & Kopierens.)

Damit hingt es zusammen, dafl man sagen kann, der Beweis
miisse das Bestehen einer internen Relation zeigen. Denn die
interne Relation ist die Operation, die eine Struktur aus der
andern erzeugt als dquivalent angesehen mit dem Bild dieses
Ubergangs selbst — so da8 nun der Ubergang dieser Bilderreihe

gemafs eo ipso ein Ubergang jenen Regeln gemafs ist.

Indem der Beweis einen Begriff erzeugt, tiberzeugt er mich von
etwas. Wovon er mich iiberzeugt, ist in dem Satz

ausgesprochen, den er bewiesen hat.

Problem: Bedeutet das Wort “mathematisch” jedesmal das
Gleiche: wenn wir von ‘mathematischen’ Begriffen, von ‘mathe-

matischen” Sitzen & von ‘mathematischen” Beweisen reden? |
19.04.1944

Was hat nun der bewiesene Satz mit dem Begriff zu tun den
der Beweis schuf? Oder, was hat der bewiesene Satz mit der in-

ternen Relation zu tun, die der Beweis demonstrierte?
Das Beweisbild ist ein Instrument des Uberzeugens.

Es ist klar, man kann auch den unbewiesenen math. Satz an-
wenden; ja auch den falschen. Der math. Satz sagt mir dann:

Verfahre so!
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“Wenn uns der Beweis iiberzeugt, dann miissen wir auch
von den Axiomen {iiberzeugt sein”. Nicht als von empirischen
Sétzen; das ist ihre Rolle nicht. Sie sind im Sprachspiel von der
Verifikation durch die Erfahrung ausgeschlossen. Sind nicht Er-

fahrungssitze sondern Prinzipien des Urteilens.

Ein Sprachspiel: Wie habe ich mir eins vorzustellen, in dem

Axiome, Beweise & bewiesene Satze auftreten?

Wer in der Schule zum erstenmal ein bifichen von der Logik
hort, der ist sogleich davon iiberzeugt, wenn man ihm sagt, ein
Satz implizierte sich selbst, oder wenn er nun den Satz vom Wi-
derspruch lernt, oder des ausgeschlossenen Dritten. — Warum
ist er gleich davon iiberzeugt? Nun, diese Gesetze passen ganz
in den Gebrauch der Sprache, der ihm so geldufig ist. Dann
lernt er etwa kompliziertere Sdtze der Logik beweisen. Die
Beweise werden ihm vorgefiihrt, & er ist wieder iiberzeugt;
oder er erfindet einen Beweis selber. Er lernt so neue Techniken
des Schliefiens. Und auch, auf welche Rechnung es zu setzen

ist, wenn (nun) Fehler sich zeigen.

Der Beweis tiberzeugt ihn, dafy er an dem Satz, an der Technik,
die er vorschreibt, festhalten mufs; aber er zeigt ihm zugleich,
wie er an dem Satz festhalten kann, ohne Gefahr zu laufen mit

einer Erfahrung in Konflikt zu geraten.

Jeder Beweis in der angewandten Mathematik kann auf-
gefafst werden als ein Beweis der reinen Mathematik, welcher
beweist dafs dieser Satz aus diesen Sdtzen folgt, oder aus ihnen

durch die & die Operationen zu erhalten ist; etc.
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Der Beweis ist ein bestimmter Gang. Wenn wir ihn beschreiben,

so werden Ursachen nicht genannt.

Ich handle auf den Beweis hin. — Aber wie? — Dem Satz gemafs

der bewiesen wurde.

Der Beweis hat mich etwa eine Technik des Approximierens
gelehrt. Aber er hat doch etwas bewiesen, mich von etwas iiber-
zeugt. Das spricht der Satz aus. Er sagt, was ich nun auf den

Beweis hin tun werde.

Der Beweis gehort zum Hintergrund des Satzes. Zum System,

in dem der Satz wirkt.
Sieh’, so geben 3 und 2 5. Merk Dir diesen Vorgang!

Jeder Erfahrungssatz kann als Regel dienen wenn man ihn —
wie einen Maschinenteil — feststellt, unbeweglich macht, so dafs
sich nun alle Darstellung um ihn dreht & er zu einem Teil des

Koordinatensystems wird & unabhidngig von den Tatsachen.

“So ist es, wenn dieser Satz aus diesen abgeleitet wird. Das
mufst Du doch zugeben.” — Was ich zugebe ist, daf ich so einen

Vorgang so nenne.
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