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_
Ansitze

In wiefern beweist die Diagonalmethode, dafs es eine Zahl gibt

die — sagen wir — keine Quadratwurzel ist? —

SRS

N\

Es ist nattirlich dufSerst leicht zu zeigen ‘dafd es Zahlen gibt die

keine Quadratwurzeln sind” — aber wie zeigt es diese Methode?
[Ansitze]

Haben wir denn einen allgemeinen Begriff davon, was es heifst:
zeigen dafs es eine Zahl gibt die keine dieser unendlichen
Menge ist? Denken wir, jemand hétte diese Aufgabe erhalten
eine Zahl zu nennen die von allen 2y/n verschieden ist; er hatte
aber vom Diagonalverfahren nichts gewufst & hitte die Zahl v2
als Losung genannt; & gezeigt daf sie keine 2y/n ist. — Oder er
hitte gesagt: nimm die /2 = 14142 ... & subtrahiere 1 von der
ersten Dezimale, im {iibrigen aber sollen die Stellen mit \/2

iibereinstimmen 1°3142 ... kann keine y/n sein.
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“Nenne mir eine Zahl die mit /2 an jeder zweiten Dezimal-
stelle tibereinstimmt!” Was fordert diese Aufgabe? — Die Frage
ist: ist sie befriedigt durch die Antwort: Es ist die Zahl die man
nach der Regel erhilt: entwickle /2 & addiere 1 oder — 1 zu
jeder zweiten Dezimalstelle? Es ist ebenso wie die Aufgabe:
Teile einen Winkel in 3 Teile dadurch als gelost betrachtet

werden kann, dafs man 3 gleiche Winkel an einander legt.

[Ansitze]

Wenn einem auf die Aufforderung: “Zeige mir eine Zahl die
von allen diesen verschieden ist”, die Diagonalregel zur Ant-
wort gegeben wird, warum soll er nicht sagen: “Aber so hab
ich’s ja nicht gemeint!”? Was Du mir gegeben hast ist eine Regel
Zahlen sukzessive herzustellen, die von jeder von diesen nach
der Reihe verschieden sind. “Aber warum willst Du das nicht
auch eine Methode nennen, eine Zahl zu kalkulieren?” — Aber
was ist hier die Methode des Kalkulierens & was das
Kalkulierte? Du wirst sagen sie seien eins, denn man kann nun
z.B. sagen: die Zahl D ist grofier als ... & kleiner als ...; man
kann sie quadrieren etc. etc.. Ist die Frage nicht eigentlich:
Wozu kann man diese Zahl brauchen. Ja, das klingt sonderbar. —
Aber es heifsit eben in welcher mathematischen Umgebung

steht sie.

[Ansitze]

Ich vergleiche also Methoden des Kalkulierens. — Aber da gibt
es ja sehr verschiedene Methoden des Vergleichens. Ich soll
aber in irgend einem Sinne die Resultate der Methoden mit ein-

ander vergleichen. Aber da wird schon alles unklar, denn in ei-
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nem Sinne haben sie nicht jede ein Resultat, oder es ist nicht von
vornherein klar was hier in jedem Falle als das Resultat zu be-
trachten ist. Ich will sagen es ist hier jede Gelegenheit gegeben

die Bedeutungen zu drehen & zu wenden. —

Sagen wir einmal — nicht: “Die Methode gibt ein Resultat”,
sondern: “sie gibt eine unendliche Reihe von Resultaten”. Wie
vergleiche ich unendliche Reihen von Resultaten? Ja, da gibt es

sehr Verschiedenes, was ich so nennen kann.

B Es heift hier immer: Blicke weiter um Dich!

[Ansiitze]

Das Resultat einer Kalkulation in der Wortsprache ausgedriickt
ist mit MifStrauen zu betrachten. Die Rechnung beleuchtet die
Bedeutung des Wortausdrucks. Sie ist das feinere Instrument
zur Bestimmung der Bedeutung. Willst Du wissen was der
Wortausdruck bedeutet, so schau auf die Rechnung; nicht um-
gekehrt. Der Wortausdruck wirft nur einen matten allgemeinen
Schein auf die Rechnung; die Rechnung aber ein grelles Licht
auf den Wortausdruck. (Als wolltest Du die Hohen zweier Ber-
ge nicht durch Hohenmessung vergleichen sondern durch ihr

scheinbares Verhiltnis wenn man sie von unten anschaut.)

BB ‘1ch will Dich eine Methode lehren wie Du in einer Ent-
wicklung allen diesen Entwicklungen nach der Reihe auswei-
chen kannst.” So eine Methode ist das Diagonalverfahren. —
“Also erzeugt sie eine Reihe, die von allen diesen verschieden
ist.” Ist das richtig? — Ja; wenn Du ndamlich diese Worte auf

diesen, oben beschriebenen Fall anwenden willst.
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BD [Ansitze]

Wie wire es mit dieser Konstruktionsmethode: Die Diagonal-
zahl wird durch Addition oder Subtraktion von 1 erzeugt, aber
ob zu addieren oder zu subtrahieren ist erfihrt man erst, wenn
man die urspriingliche Reihe um mehrere Stellen fortgesetzt
hat. Wie wenn man nun sagte: die Entwicklung der Diagonal-
reihe holt die Entwicklung der andern Reihen nie ein; — gewifs
die Diagonalreihe weicht jeder der Reihen aus wenn sie sie
trifft, aber das niitzt ihr nichts da die Entwicklung der andern
Reihen ihr wieder voraus ist. Ich kann hier doch sagen: es gibt
immer eine der Reihen fiir die nicht bestimmt ist ob sie von der
Diagonalreihe verschieden ist oder nicht. Man kann sagen: sie
laufen einander ins Unendliche nach aber immer die urspriing-
liche Reihe voran. “Aber Deine Regel reicht doch schon in’s Un-
endliche, also weifit Du doch schon genau daf$ die Diagonal-

Reihe von jeder andern verschieden sein wird!”— - —

[Ansitze]

Es heifst nichts zu sagen: “Also sind die X-Zahlen nicht abzihl-
bar”. Man kénnte etwa sagen: Den Zahlbegriff X nenne ich un-
abzdhlbar, wenn festgesetzt ist, daf3, welche der unter ihn fal-
lenden Zahlen immer Du in eine Reihe bringst die Diagonal-
zahl dieser Reihe auch unter ihn fallt.

[Ansitze]

Da meine Zeichnung ja doch nur die Andeutung der Unendlich-

keit ist, warum muf ich so zeichnen:
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Y

& nicht so:

» ad inf

ad inf

Y
ad inf

Hier haben wir eben verschiedene Bilder; & ihnen entsprechen
verschiedene Redeweisen. Aber kommt denn dabei etwas
Niitzliches heraus, wenn wir {iber ihre Berechtigung streiten?
Das Wichtige muff doch woanders liegen; wenn auch diese

Bilder unsre Phantasie am stiarksten erhitzen.

Wozu lafit sich der Begriff ‘unabzéhlbar’ verwenden?
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Man konnte doch sagen— wenn Einer tagaus tagein ver-
suchte ‘alle Irrationalzahlen in eine Reihe zu bringen’: “Lafd
das! es heifdt nichts; siehst Du nicht: wenn Du eine Reihe aufge-
stellt hittest, so kdme ich Dir mit der Diagonalreihe!” Das
konnte ihn von seiner Beschiftigung abbringen. Nun, das wére
ein Nutzen. Und mir kommt vor das wire auch der ganze & ei-
gentliche Zweck dieser Methode. Sie bedient sich des vagen Be-
griffes dieses Menschen, der gleichsam idiotisch drauflos arbei-
tet & bringt ihn durch ein Bild zur Ruhe. (Man kénnte ihn aber
durch ein andres Bild auch wieder zur Weiterfithrung seines

Unternehmens bringen.)

Die Methode fiihrt etwas vor, — was man auf sehr vage
Weise die Demonstration davon nennen kann, dafs sich diese
Rechnungsmethoden nicht in eine Reihe ordnen lassen. Und

die Bedeutung des “diese” ist hier eben vag gehalten.

Ein gescheiter Mann hat sich in diesem Sprachnetz gefan-

gen: Also mufs es ein interessantes Sprachnetz sein.
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Der Fehler beginnt damit daff man sagt die Kardinalzah-
len liefsen sich in eine Reihe ordnen. Welchen Begriff hat man
denn von diesem Ordnen? Ja man hat nattirlich einen von einer
endlichen Reihe, aber das gibt uns ja hier hochstens eine vage
Idee einen Leitstern fiir die Bildung eines Begriffs.) Der Begriff
selbst ist ja von dieser & einigen andern Reihen abstrahiert;
oder: der Ausdruck bezeichnet eine gewisse Analogie von Fal-
len & man kann ihn etwa dazu beniitzen um ein Gebiet, von
dem man reden will vorldufig abzugrenzen. Damit ist aber
nicht gesagt, dafy die Frage einen klaren Sinn hat: “Ist die
Menge R. in eine Reihe zu ordnen?” Denn diese Frage bedeutet
nun etwa: Kann man mit diesen Gebilden etwas tun was dem
Ordnen der Kardinalzahlen in eine Reihe entspricht. Wenn
man also fragt: “Kann man die Reellen Zahlen in eine Reihe
ordnen?” So konnte die gewissenhafte Antwort sein: “Ich kann
mir vorldufig gar nichts Genaues darunter vorstellen”. — “Aber
Du kannst doch z.B. die Wurzeln & die algebraischen Zahlen in
eine Reihe ordnen; also verstehst Du doch den Ausdruck!” -
Richtiger gesagt ich habe hier gewisse analoge Gebilde, die ich
mit dem gemeinsamen Namen “Reihen” benenne. Aber ich
habe noch keine sichere Briicke von diesen Féllen zu dem ‘aller
reellen Zahlen’. Ich habe auch keine allgemeine Methode um
zu versuchen ob sich die oder die Menge “in eine Reihe ordnen
1a65t". Nun zeigt man mir das Diagonalverfahren & sagt: “hier
hast Du nun den Beweis, dafs dieses Ordnen hier nicht geht”.
Aber ich kann antworten: “Ich weifs — wie gesagt — nicht, was es
ist, was hier nicht geht.” Wohl aber sehe ich: Du willst einen Un-
terschied zeigen in der Verwendung von “Wurzel”, “algebrai-

sche Zahl”, etc. einerseits & “reelle Zahl” anderseits. Und zwar
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etwa so: Die Wurzeln nennen wir “reelle Zahlen” & die Diago-
nalzahl, die aus den Wurzeln gebildet ist auch. Und dhnlich mit
allen Reihen reeller Zahlen. Daher hat es keinen Sinn von einer
“Reihe aller reellen Zahlen” zu reden, weil man ja auch die Dia-
gonalzahl der Reihe eine “reelle Zahl” nennt. — Wére das nicht
etwas dhnlich, wie wenn man gewohnlich jede Reihe von Bii-
chern selbst ein Buch nennte & nun sagte: “Es hat keinen Sinn
von ‘der Reihe aller Biicher” zu reden, da jede Reihe selbst ein
Buch ist.”

Es ist hier sehr niitzlich sich vorzustellen, daf3 das Diago-
nalverfahren zur Erzeugung einer reellen Zahl langst vor der
Erfindung der Mengenlehre bekannt & auch den Schulkindern
geldufig gewesen wére, wie es ja sehr wohl hitte sein konnen.
So wird ndmlich der Aspekt der Entdeckung Cantors geéndert.
Diese Entdeckung hitte sehr wohl bloff in der Interpretation

dieser altbekannten, elementaren Rechnung liegen kénnen.

Die Rechnung selbst ist ja niitzlich. Die Aufgabe wire
etwa: Schreibe eine Dezimalzahl an die verschieden ist von den
Zahlen:

0-12467980-34698760-01276490-3426794----

Man denke sich eine lange Reihe.

Das Kind denkt sich: Wie soll ich das machen ich miifste ja auf
alle die Zahlen zugleich schauen um zu vermeiden daf} ich
nicht doch eine von ihnen anschreibe. Die Methode sagt nun:

durchaus nicht; dndere die erste Stelle der ersten Zahl, die
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zweite der zweiten, etc. etc. & Du bist sicher eine Zahl hinge-
schrieben zu haben, die mit keiner der gegebenen tiberein-
stimmt. Die Zahl die man so erhidlt konnte immer die

Diagonalzahl genannt werden.

Das Gefdhrliche, Tauschende, der Fassung “Man kann die
reellen Zahlen nicht in eine Reihe ordnen” oder gar “Die Men-
ge ... ist nicht abzdhlbar” liegt darin, daf} sie das was eine Be-
griffsbestimmung Begriffsbildung ist als eine Naturtatsache

erscheinen lassen.

Bescheiden heifst der Satz: “Wenn man etwas eine Reihe
reeller Zahlen nennt, so heifit die Entwicklung des Diagonal-
verfahrens auch eine ‘reelle Zahl’ & zwar eine die ‘von allen

Gliedern der Reihe verschieden’ sei.

Unser Verdacht sollte immer rege sein, wenn ein Beweis
mehr beweist, als seine Mittel ihm erlauben. Man konnte so

etwas einen ‘prahlerischen Beweis” nennen.
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Der gebrdauchliche Ausdruck fingiert einen Vorgang eine
Methode des Ordnens die hier zwar anwendbar ist aber nicht
zum Ziele fiihrt wegen der Zahl der Gegenstande die grofer ist
als selbst die der Kardinalzahlen. Wenn gesagt wiirde: “Die
Uberlegung iiber das Diagonalverfahren zeigt Euch, daff der
Begriff ‘reelle Zahl’ viel weniger Analogie mit dem Begriff Kar-
dinalzahl hat, als man, durch gewisse Analogien verfiihrt, zu
glauben geneigt ist” so hitte das einen guten & ehrlichen Sinn.
Es geschieht aber gerade das Gegenteil: indem die ‘Menge” der
reellen Zahlen angeblich der Grofie nach mit der der Kardinal-
zahlen verglichen wird. Die Artverschiedenheit der beiden
Konzeptionen wird durch eine schiefe Ausdrucksweise als Ver-
schiedenheit der Ausdehnung dargestellt. Ich glaube & hoffe
eine kiinftige Generation wird iiber diesen Hokus Pokus la-

chen.
30.05.1938

Die Krankheit einer Zeit heilt sich durch eine Verdnderung in
der Lebensweise der Menschen & die Krankheit der philoso-
phischen Probleme konnte nur durch eine verdnderte Denk-
weise & Lebensweise geheilt werden nicht durch eine Medizin
die ein Einzelner erfand. Denke, dafs der Gebrauch des Wagens
gewisse Krankheiten hervorruft oder begiinstigt & die Mensch-
heit von dieser Krankheit geplagt wird, bis sie sich, aus irgend-
welchen Ursachen, als Resultat irgendeiner Entwickelung, das

Fahren wieder abgewohnt.

31.05.1938
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Wie macht man denn von dem Satz Verwendung: “Es gibt kei-
ne grofite Kardinalzahl”? Wann, & bei welcher Gelegenheit,
wiirde man ihn sagen? Diese Verwendung ist jedenfalls eine
ganz andere, als die des mathematischen Satzes “25 x 25 =
625”.

Vor allem ist zu bemerken, dafy wir dies tiberhaupt fragen,
was darauf deutet, daff die Antwort nicht (ganz) auf der Hand
liegt. Und ferners, wenn man die Frage rasch beantworten will
gleitet man leicht aus. Es ist hier dhnlich wie mit der Frage,
welche Erfahrung uns zeigt, dafl unser Raum dreidimensional

ist.
Von einer Erlaubnis sagen wir, sie habe kein Ende.

Und man kann sagen, die Erlaubnis Sprachspiele mit Kar-
dinalzahlen zu spielen habe kein Ende. Dies wiirde man etwa
Einem sagen, dem wir unsere Sprache & Sprachspiele lehrten.
Es wiére also wieder ein grammatischer Satz, aber von ganz an-
derer Art als “25 x 25 = 625”. Er wére aber von grofier Bedeu-
tung, wenn der Schiiler etwa geneigt ware (vielleicht weil er
einer ganz andern Kultur erzogen worden wire) ein definitives

Ende dieser Reihe von Sprachspielen zu erwarten.
10.06.1938

Warum sollen wir sagen: die Irrationalzahlen kénnen nicht ge-
ordnet werden? — Wir haben eine Methode, jede Ordnung zu

zerstoren.
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Das Cantorsche Diagonalverfahren zeigt uns nicht eine Ir-
rationalzahl die vor allen im System verschieden ist, aber es
gibt dem mathematischen Satz Sinn die Zahl so & so sei von
allen des Systems verschieden. Cantor kdnnte sagen: Du kannst
dadurch beweisen, dafi eine Zahl von allen des Systems ver-
schieden ist, dafs Du beweist, daf sie in der ersten Stelle von
der ersten Zahl, in der zweiten Stelle von der zweiten Zahl
u.s.f. verschieden ist. Cantor sagt etwas iiber die Multiplizitét

des Begriffs “Reelle Zahl, verschieden von allen eines Systems.”
12.06.1938

Cantor zeigt, wenn wir ein System von Extensionen haben, dafs
es dann Sinn hat, von einer Extension zu reden, die von ihnen
allen verschieden ist. — Aber damit ist die Grammatik des

Wortes “Extension” noch nicht bestimmt.

Cantor gibt dem Ausdruck “Extension die von allen Ex-
tensionen eines Systems verschieden ist” einen Sinn indem er
sagt, eine Extension solle so genannt werden, wenn von ihr be-
wiesen werden kann, dafl sie von den Extensionen eines

Systems diagonal verschieden ist.

Es gibt also eine Aufgabe: Finde eine Zahl deren Entwick-

lung von denen dieses Systems diagonal verschieden ist.
13.06.1938

Man konnte sagen: Aufler den rationalen Punkten befinden
sich auf der Zahlenlinie diverse Systeme irrationaler Punkte. Es

gibt kein System der Irrationalzahlen — aber auch kein Uber-
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System, keine ‘Menge der irrationalen Zahlen” von einer
Unendlichkeit hoherer Ordnung.

Cantor definiert eine Verschiedenheit héherer Ordnung nam-
lich eine “Verschiedenheit” einer Entwicklung von einem System
von Entwicklungen. Man kann diese Erkldrung so beniitzen,
dafs man zeigt dafs eine Zahl in diesem Sinne von einem Sys-
tem von Zahlen verschieden ist: sagen wir 7t von dem System
der algebraischen Zahlen. Aber wir konnen nicht gut sagen, die
Regel, die Stellen in der Diagonale so & so zu verdndern, sei
dadurch als von den Regeln des Systems verschieden bewiesen,
weil diese Regel selbst ‘hoherer Ordnung’ ist denn sie handelt
von der Verdnderung eines Systems von Regeln & daher aber
ist es von vornherein nicht klar, in welchem Fall wir die Entwi-
ckelung so einer Regel von allen Entwicklungen des Systems

verschieden erklaren wollen.
12.07.1938

‘Diese Uberlequngen konnen uns dahin fithren, zu sagen, dafl
2N0>N0". D.h.: wir kénnen die Uberlegungen uns dahin fithren
lassen. Oder: Wir konnen dies sagen, & dies als Grund dafiir an-
geben. Aber wenn wir es nun sagen — was ist weiter damit

anzufangen? In welcher Praxis ist dieser Satz verankert?

Er ist vorldufig ein Stiick mathematischen Geriists, das in der
Luft hiangt, so aussieht als wére es, sagen wir, ein Architrav,

aber von nichts getragen wird & nichts tragt.
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Gewisse Uberlegungen kénnen uns dahin fiihren, zu sa-
gen daB 10'° Seelen in einem cm?® Platz haben. Warum sagen
wir es aber trotzdem nicht? Weil es zu nichts ntitze ist. Weil es
zwar ein Bild heraufruft, aber eins, womit wir weiter nichts

machen konnen.

Der Satz gilt soviel, als seine Griinde gelten. Er tragt

soviel, wie seine Griinde tragen, die ihn stiitzen.
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Eine interessante Frage ist: Welchen Zusammenhang hat
NO mit den Kardinalzahlen, deren Zahl es sein soll? NO waére of-
fenbar das Pridikat “endlose Reihe”, in seiner Anwendung auf
die Reihe der Kardinalzahlen & dhnliche mathematische Bil-
dungen. Es ist hier wichtig, das Verhiltnis zwischen einer
Reihe im nicht-mathematischen Sinn & einer im mathemati-
schen Sinn zu erfassen. Es ist natiirlich klar, da3 wir in der
Mathematik das Wort “Zahlenreihe” nicht im Sinne von “Reihe
von Zahlzeichen” gebrauchen, wenn, natiirlich, auch ein Zu-
sammenhang zwischen dem Gebrauch des einen Ausdrucks &
des andern besteht. Eine Eisenbahn ist nicht ein Eisenbahnzug;
sie ist auch nicht etwas einem Eisenbahnzug dhnliches. Reihe
im mathematischen Sinn ist eine Konstruktionsart fiir Reihen
sprachlicher Ausdriicke. Wir haben also eine grammatische
Klasse “endlose Folge” & dquivalent mit diesem Ausdruck ein
Wort, dessen Grammatik (eine gewisse) Ahnlichkeit mit der
eines Zahlworts hat: “endlos”, oder “80”. Dies hdngt damit zu-
sammen, daf wir unter den Kalkiilen der Mathematik eine
Technik haben, die wir ‘mit einem gewissen Recht 1-1 Zuord-
nung der Glieder zweier endloser Folgen” nennen kénnen, weil
sie mit einem solchen gegenseitigen Zuordnen der Glieder so-
genannter ‘endlicher’ Klassen Ahnlichkeit hat. Daraus nun, daf§
wir (eine) Verwendung fiir eine Art von Zahlwort haben, wel-
ches, gleichsam, die Anzahl der Glieder einer endlosen Reihe
bezeichnet, folgt nicht dafs es auch irgendeinen Sinn hat von
der Zahl des Begriffes “endlose Folge” zu reden, dafs wir hier
irgendwelche Verwendung fiir etwas Zahlwortdahnliches haben.
Es gibt eben keine grammatische Technik, die die Verwendung

so eines Wortes nahelegte. Denn ich kann freilich den Aus-
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druck bilden: “Klasse aller Klassen, die (mit) der Klasse ‘end-
lose Folge” zahlengleich sind” (wie auch den: “Klasse aller
Engel die auf einer Nadelspitze Platz haben”) aber dieser Aus-
druck ist leer, solang es keine Verwendung fiir ihn gibt. Eine

solche ist nicht: noch zu entdecken, sondern: erst zu erfinden

Denke, ich legte ein dem Schachbrett dhnliches Spielbrett
vor Dich, setzte Schachfiguren &hnliche Figuren darauf, —
erkladrte: “Das ist der ‘Kénig’, das sind die ‘Ritter’, das die “Biir-
ger. — Mehr wissen wir von dem Spiel noch nicht; aber das ist
immerhin etwas. — Und mehr wird vielleicht noch entdeckt

werden.”
25.12.1938

“Man kann die Briiche nicht ihrer Grofie nach ordnen. — Dies
klingt vor allem sehr interessant & merkwiirdig. Es klingt inter-
essant in ganz anderem Sinne, als, etwa, ein Satz aus der Diffe-
rentialrechnung. Der Unterschied liegt, glaube ich, darin, dafs
ein solcher sich leicht mit einer Anwendung auf Physikalisches
assoziiert, wihrend jener Satz ganz & gar der Mathematik an-
zugehoren gleichsam die Physik der mathematischen Gegen-
stinde selbst zu betreffen scheint. Man mdochte von ihm etwa
sagen: er fithre uns in die Geheimnisse der mathematischen

Welt ein. Es ist dieser Aspekt vor dem ich warnen will.

Wenn es den Anschein hat ... (Littlewood), dann ist
Vorsicht geboten.
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Wenn ich mir bei dem Satz, die Briiche konnen nicht ihrer
Grofse nach in eine Reihe geordnet werden, das Bild einer un-
endlichen Reihe von Dingen mache, & zwischen je zwei Nach-
barbdumen neue Baume in die Hohe schiefsen & nun wieder
zwischen jedem Baum & seinem Nachbar neue Baume & so
fort ohne Ende, so haben wir hier (sicher) etwas, wovor einem
schwindlig werden kann. Sehen wir aber, daf dieses Bild zwar
sensationell, aber ganz unzutreffend ist, daff wir uns nicht von
den Worten “Reihe”, “ordnen”, “existieren” & andern fangen
lassen diirfen, so werden wir auf eine Darstellung des Sachver-
halts zuriickgehen, in der alles wieder trivial & gewohnlich
aussieht. so werden wir (wieder) auf die (Darstellung der)
Technik des Bruchrechnens zuriickgreifen an der nun nichts

Seltsames mehr ist.

Daf$ wir eine Technik erfinden, in der der Ausdruck “der
néchst grofiere Bruch” keinen Sinn hat, daff wir ihm keinen

Sinn gegeben haben, ist nichts Erstaunliches.

Wenn wir eine Technik des fortgesetzten Interpolierens
von Briichen anwenden, so werden wir keinen Bruch den

“ndchst grofieren” nennen wollen.

Von einer Technik zu sagen, sie sei unbegrenzt, heifst
nicht, sie laufe ohne aufzuhoren weiter, wachse ins Ungemesse-
ne; sondern, es fehle ihr die Institution des Endes, sie sei nicht
abgeschlossen. Wie man von einem Satz sagen konnte, es man-
gle ihm der Abschlufs, wenn der Schlufipunkt fehlt oder von
einem Spielfeld es sei nicht begrenzt , wenn ihm die Regeln des

Spiels keine gezogene Grenze vorschreiben.
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Eine neue Rechentechnik soll uns ja eben ein neues Bild
liefern, eine neue Ausdrucksweise; & wir konnen nichts Absurde-
res tun, als dieses neue Schema, diese neue Art von Geriist, ver-

mittels der alten Ausdriicke beschreiben zu wollen.

Was ist die Funktion eines solchen Satzes wie: “Es gibt zu
einem Bruch nicht einen nédchst groéfieren Bruch, aber zu einer
Kardinalzahl eine nichst groflere”? Es ist doch gleichsam ein
Satz, der zwei Spiele vergleicht, [wie: im Damespiel gibt es ein

Uberspringen eines Steines, aber nicht im Schachspiel. ]

Wir nennen etwas “die ndchst grofiere Kardinalzahl kon-
struieren” aber nichts “den nédchst grofieren Bruch konstruie-

77

ren .

Wie vergleicht man Spiele? Indem man sie beschreibt —
indem man das eine als Variation des andern beschreibt — in-
dem man sie beschreibt & die Unterschiede & Analogien her-
vorhebt.
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“Im Damespiel gibt es keinen Konig” — was sagt das? (Es
klingt kindisch.) Heif3t es nur, daf man keinen Damestein “Ko-
nig” nennt; & wenn man nun einen so nennte, gibe es im
Damespiel einen Konig? Wie ist es aber mit dem Satz: “Im Da-
mespiel sind alle Steine gleichberechtigt, aber nicht im
Schach”? — Wem teile ich dies mit? Dem, der die beiden Spiele
(schon) kennt, oder einem der sie noch nicht kennt. Da scheint
es, dafd der erste unserer Mitteilung nicht bedarf & der zweite
nichts von ihr hat.. Aber wie wenn ich sagte: “Schau! im Dame-

7

spiel sind alle Steine gleichberechtigt ...” oder noch besser:
“Schau! in diesen Spielen sind alle Steine gleichberechtigt, in
jenen nicht”. Aber was tut so ein Satz? Er fiihrt einen neuen Be-
griff ein, einen neuen Einteilungsgrund (Einteilungsprinzip).
Ich lehre Dich, die Aufgabe beantworten: nenne mir Spiele der
ersten Art! etc. Ahnlich aber kénnte man Aufgaben stellen:

“Erfinde ein Spiel, in dem es einen Kénig gibt”.

‘Wir konnen die Briiche nicht ihrer Grofie nach in eine
Reihe, aber wir konnen sie in eine unendliche Reihe ordnen.
Was hat der gelernt, der das nicht wufSte? Er hat eine neue Art
der Rechnung gelernt z.B.: “bestimme die Nummer des

Bruches ...”.

Er lernt diese Technik — aber lernt er nicht auch, dafs es so
eine Technik gibt? Ich habe allerdings in einem wichtigen Sinne
gelernt, daf8 es so eine Technik gibt; ich habe ndmlich eine
Technik gelernt, die sich jetzt auf alles mogliche Andre

anwenden 1413t.

27.12.1938
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‘“Wie wiirdest Du nun das nennen?’

1 2 3 4
316110
519
8

B~ W
N | B~

Nicht, “eine Methode die Zahlenpaare fortlaufend zu numerie-
ren”? Und konnte ich nicht auch sagen: “die Zahlenpaare in

eine Reihe zu ordnen”?

Lehrt mich nun die Mathematik, daf$ ich die Zahlenpaare
in eine Reihe ordnen kann? Kann ich denn sagen: sie lehrt
mich, dafs ich das machen kann? Hat es denn Sinn zu sagen, ich
lehre ein Kind, daff man multiplizieren kann — indem ich es
lehre zu multiplizieren. Eher kénnte man natiirlich sagen, ich
lehre ihm daff man Briiche multiplizieren kann, nachdem er
Kardinalzahlen mit einander zu multiplizieren gelernt hat.
Denn nun, konnte man sagen, weifs er schon was “multiplizie-

ren” heif3t. Aber wére nicht auch das irrefithrend.
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Wenn Einer sagt, ich habe den Satz bewiesen, dafs man
Zahlenpaare in eine Reihe ordnen konne; so ist zu antworten,
daf’ dies ja kein mathematischer Satz ist, da man mit den Wor-
ten “Man”, “kann”, “die”, “Zahlenpaare” etc. nicht rechnet.
Der Satz “man kann die etc.” ist vielmehr nur eine beildufige
Beschreibung der Technik die man lehrt, etwa ein nicht unpas-
sender Titel, eine Uberschrift zu diesem Kapitel. Aber ein Titel

mit dem man (vorderhand) nicht rechnen kann.

Aber, sagst Du, das ist es eben, was der logische Kalkiil
Freges & Russells tut: in ihm hat jedes Wort, was in der Mathe-
matik gesprochen wird, exakte Bedeutung ist ein Element des
Kalkiils. In diesem Kalkiil kann man also wirklich beweisen:
“man kann multiplizieren”. Wohl nun ist er ein mathemati-
scher Satz; aber wer sagt, daff man mit diesem Satz etwas
anfangen kann? Wer sagt, wozu er niitze ist? Denn, dafs er inter-
essant klingt, ist nicht genug! Weil wir im Unterricht vielleicht
den Satz gebrauchen: “Du siehst also, man kann die Briiche in
eine Reihe ordnen”, sagt nicht dafs wir fiir diesen Satz andere
Verwendung haben, als die, ein einprdgsames Bild mit dieser

Rechnungsart zu verkniipfen.

Wenn hier das Interesse an dem Satz haftet der ‘bewiesen wur-
de’, so haftet es an einem Bild, das (eine) duflerst schwéchliche
Berechtigung hat, (uns) aber durch seine Seltsamkeit reizt, wie
etwa das Bild von der ‘Richtung’ des Verlaufs der Zeit. Es

bewirkt einen leisen leichten Taumel der Gedanken
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Ich kann hier nur sagen: Trenne Dich so bald wie méglich
von diesem Bild & sieh’ das Interesse der Rechnung in ihrer
Anwendung. (Es ist als wadren wir auf einem Maskenball, auf

dem jede Rechnung in seltsamer Verkleidung erscheint.)

“Soll man das Wort ‘unendlich’ in der Mathematik ver-
meiden?” Ja; dort, wo es eine Bedeutung in den Kalkiil mitzu-

bringen scheint statt sie erst von ihm zu erhalten.

Die Redeweise: “wenn man aber in den Kalkil sieht, ist
gar nichts Unendliches da” — natiirlich eine ungeschickte Rede-
weise — aber sie bedeutet: ist es hier wirklich nétig das Bild des
Unendlichen (der ungeheuern Grofle) hier heraufzubeschwo-
ren? & wie ist dieses Bild mit dem Kalkiil in Verbindung? denn

seine Verbindung ist nicht die des Bildes [||| mit 4.

m So zu tun, als sei man enttduscht, nichts Unendliches im
Kalkiil gefunden zu haben ist (freilich) komisch; nicht aber, die
Frage zu stellen: : welches ist denn die alltdgliche Verwendung
des Wortes “unendlich”, die ihm seine Bedeutung fiir uns gibt,
& was ist nun seine Verbindung mit diesen mathematischen
Kalkiilen?

Finitism & Behaviourism sind ganz &hnliche Richtungen.
Beide sagen: hier ist doch nur ... Beide leugnen die Existenz
von etwas, beide zu dem Zweck, um (aus) einer Verwirrung zu

entkommen.
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Was ich (hier) tue ist nicht Rechnungen als falsch zu
erweisen; sondern das Interesse von Rechnungen einer Prl'jfung
zu unterziehen. Ich priife etwa die Berechtigung, hier noch das
Wort ... zu gebrauchen. Eigentlich aber: ich fordere immer wie-
der zu so einer Untersuchung auf. Zeige, daf3 es sie gibt, & was
da etwa zu untersuchen ist. Ich darf also nicht sagen: “So darf
man sich nicht ausdriicken”, oder “Das ist absurd”, oder “Das
ist uninteressant”, sondern: “Priife diesen Ausdruck in dieser
Weise auf seine Berechtigung”; denn man kennt seine Berechti-

gung, weil seine Verwendung, noch nicht, damit, dafd man ...
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