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Wahrscheinlichkeit.

Die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese hat ihr Mafi darin,
wieviel Evidenz nétig ist, um es vorteilhaft zu machen, sie um-
zustofien. Nur in diesem Sinne kann man sagen, dafs wieder-
holte gleichférmige Erfahrung in der Vergangenheit das An-
dauern dieser Gleichférmigkeit in der Zukunft wahrscheinlich
macht. Wenn ich nun in diesem Sinne sage: Ich nehme an, daf3
morgen die Sonne wieder aufgehen wird, weil das Gegenteil zu
unwahrscheinlich ist, so meine ich hier mit “wahrscheinlich”
oder “unwahrscheinlich” etwas ganz Anderes, als mit diesen
Worten im Satz “es ist gleich wahrscheinlich, daf$ ich Kopf oder
Adler werfe” gemeint ist. Die beiden Bedeutungen des Wortes
“wahrscheinlich” stehen zwar in einem gewissen Zusammen-

hang, aber sie sind nicht identisch.

Man gibt die Hypothese nur um einen immer hoheren Preis

auf.

Die Induktion ist ein Vorgang nach einem 6konomischen Prin-
Zip.

Die Frage der Einfachheit der Darstellung durch eine bestimm-
te angenommene Hypothese hidngt, glaube ich, unmittelbar mit

der Frage der Wahrscheinlichkeit zusammen.
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Man kann einen Teil einer Hypothese vergleichen mit der Be-
wegung eines Teils eines Getriebes, einer Bewegung, die man
festlegen kann, ohne dadurch die bezweckte Bewegung zu pra-
judizieren. Wohl aber hat man dann das iibrige Getriebe auf
eine bestimmte Art einzurichten, daf$ es die gewiinschte Bewe-
gung hervorbringt. Ich denke an ein Differentialgetriebe. —
Habe ich (2] die Entscheidung getroffen, dafs von einem gewis-
sen Teil meiner Hypothese nicht abgewichen werden soll, was
immer die zu beschreibende Erfahrung sei, so habe ich eine
Darstellungsweise festgelegt und jener Teil der Hypothese ist
nun ein Postulat. Ein Postulat mufS von solcher Art sein, dafs
keine denkbare Erfahrung es widerlegen kann, wann es auch
duflerst unbequem sein mag, an dem Postulat festzuhalten. In
dem Mafle, wie man hier von einer grofieren oder geringeren
Bequemlichkeit reden kann, gibt es eine groflere oder geringere
Wahrscheinlichkeit des Postulats.

Von einem Maf3 dieser Wahrscheinlichkeit zu reden, ist nun vor
der Hand sinnlos. Es verhilt sich hier dhnlich, wie im Falle,
etwa, zweier Zahlenarten, wo wir mit einem gewissen Recht
sagen konnen, die eine sei der andern &hnlicher (stehe ihr
niher) als einer dritten, ein zahlenméfiges Maf8 der Ahnlich-
keit aber nicht existiert. Man konnte sich natiirlich auch in
solchen Fillen ein Mafd konstruiert denken, indem man etwa
die Postulate oder Axiome zdhlt, die beide Systeme gemein

haben, etc. etc..
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Ich gebe jemandem die Information und nur diese: Du wirst
um die und die Zeit auf der Strecke A B einen Lichtpunkt er-
scheinen sehen. Hat nun die Frage einen Sinn, “ist es wahr-

scheinlicher,
dafl dieser Punkt im Intervall A C erscheint,

als in C B”? Ich glaube, offenbar nein. — Ich kann freilich be-
stimmen, dafs die Wahrscheinlichkeit, daf$ das Ereignis in C B
eintritt, sich zu der, dafd es in A C eintritt, verhalten soll, wie
CBAC, aber das ist eine Bestimmung, zu der ich empirische
Griinde haben kann, aber a priori ist dariiber nichts zu sagen.
Die beobachtete Verteilung von Ereignissen kann nicht zu die-
ser Annahme fiihren. Die Wahrscheinlichkeit, wo unendlich
viele Moglichkeiten in Betracht kommen, mufd natiirlich als
Limes betrachtet werden. Teile ich namlich die Strecke A B in
beliebig viele, beliebig ungleiche Teile und betrachte die Wahr-
scheinlichkeiten, daff das Ereignis in irgend einem dieser Teile
stattfindet, als untereinander gleich, so haben wir sofort den
einfachen Fall des Wiirfels vor uns. Und nun kann ich ein Ge-
setz — willkiirlich — aufstellen, wonach Teile gleicher Wahr-
scheinlichkeit gebildet werden sollen. Z.B., das Gesetz, daf3
gleiche Lange der Teile gleiche Wahrscheinlichkeit bedingt.
Aber auch jedes andere Gesetz ist gleichermafien erlaubt.
Konnte ich nicht auch im Fall des Wiirfels etwa 5 Flachen zu-
sammennehmen als eine Moglichkeit und sie der sechsten als
der zweiten Moglichkeit gegentiberstellen? Und was, aufSer der
Erfahrung, kann mich hindern, diese beiden Moglichkeiten als
gleich wahrscheinlich zu betrachten? Denken wir uns etwa

einen roten Ball geworfen, der nur eine ganz kleine griine Ka-
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lotte hat. Ist es in diesem Fall nicht viel wahrscheinlicher, dafS er
auf dem roten Teil auffillt, als auf dem griinen? — Wie wiirde
man aber diesen Satz begriinden? Wohl dadurch, dafy der Ball,
wenn man ihn wirft, viel ofter auf die rote, als auf die griine
Flache aufféllt. Aber das hat nichts mit der Logik zu tun. — Man
konnte die rote und griine Flache und die Ereignisse, die auf
ihnen stattfinden, immer auf solche Art auf eine Fliache proji-
zieren, dafs die Projektion der griinen Flache gleich oder grofser
waére als die der roten; so, daf$ die Ereignisse, in dieser Projekti-
on betrachtet, ein ganz anderes Wahrscheinlichkeitsverhéaltnis
zu haben scheinen, als auf der urspriinglichen Flache. Wenn
ich z.B. die Ereignisse in einem geeigneten gekriimmten Spie-
gel sich abbilden lasse und mir nun denke, was ich fiir das
wahrscheinlichere Ereignis gehalten hidtte, wenn ich nur das
Bild im Spiegel sehe. Dasjenige, was der Spiegel nicht verdn-
dern kann, ist die Anzahl bestimmt umrissener Moglichkeiten.
Wenn ich also auf meinem Ball n Farbenflecke habe, so zeigt
der Spiegel auch n, und habe ich bestimmt, dafs diese als gleich
wahrscheinlich gelten sollen, so kann ich diese Bestimmung
auch fiir das Spiegelbild aufrecht erhalten. Um mich noch deut-
licher zu machen: Wenn ich das Experiment im Hohlspiegel
ausfiihre, d.h. die Beobachtungen im Hohlspiegel mache, so wird
es vielleicht scheinen, als fiele der Ball 6fter auf die kleine
Flache, als auf die viel grofiere und es ist klar, dafy keinem der
Experimente — im Hohlspiegel und auflerhalb — ein Vorzug ge-
biihrt.



Wir kénnen unser altes Prinzip auf die Satze, die eine Wahr-
scheinlichkeit ausdriicken, anwenden und sagen, dafs wir ihren
Sinn erkennen werden, wenn wir bedenken, was sie verifiziert.
Wenn ich sage “das wird wahrscheinlich eintreffen”, wird die-
ser Satz durch das Eintreffen verifiziert, oder durch das Nicht-
eintreffen falsifiziert? Ich glaube, offenbar nein. Dann sagt er
auch nichts dariiber aus. Denn, wenn ein Streit dartiiber ent-
stiinde, ob es wahrscheinlich ist oder nicht, so wiirden immer
nur Argumente aus der Vergangenheit herangezogen werden.
Und auch dann nur, wenn es bereits bekannt wire, was

eingetroffen ist.

Die Kausalitdt beruht auf einer beobachteten Gleichférmigkeit.
Nun ist zwar nicht gesagt, dafs eine bisher beobachtete Gleich-
formigkeit immer so weiter gehen wird, aber, dafs die Ereignis-
se bisher gleichféormig waren, mufi feststehen; das kann nicht
wieder das unsichere Resultat einer empirischen Reihe sein, die
selbst auch wieder nicht gegeben ist, sondern von einer ebenso

unsicheren abhédngt, u.s.f. ad inf..

Wenn Leute sagen, der Satz “es ist wahrscheinlich, daf} p ein-
treffen wird” sage etwas iiber das Ereignis p, so vergessen sie,
daf3 es auch wahrscheinlich bleibt, wenn das Ereignis p nicht

eintrifft.

Wir sagen mit dem Satz “p wird wahrscheinlich eintreffen”
zwar etwas tiber die Zukunft, aber nicht etwas “iiber das Ereig-
nis p”, wie die grammatische Form der Aussage uns glauben

macht.
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Wenn ich nach dem Grund einer Behauptung frage, so ist die
Antwort auf diese Frage nicht fiir den Gefragten und eben diese

Handlung (die Behauptung), sondern allgemein giiltig.

Wenn ich sage: “das Wetter deutet auf Regen”, sage ich etwas
tiber das zukiinftige Wetter? Nein, sondern iiber das gegenwar-
tige, mit Hilfe eines Gesetzes, welches das Wetter zu einer Zeit
mit dem Wetter zu einer spiteren Zeit in Verbindung bringt.
Dieses Gesetz muf$ bereits vorhanden sein, und mit seiner Hilfe
fassen wir gewisse Aussagen iiber unsere Erfahrung zusam-
men. — Aber dasselbe konnte man dann auch fiir historische
Aussagen behaupten. Aber es war ja auch vorschnell, zu sagen,
der Satz “das Wetter deutet auf Regen” sage nichts iiber das
zukiinftige Wetter. Das kommt darauf an, was man darunter
versteht “etwas iiber etwas auszusagen”. Der Satz sagt eben
seinen Wortlaut! Der Satz “p wird wahrscheinlich eintreten”
sagt nur etwas tiber die Zukunft in einem Sinn, in welchem
seine Wahr- und Falschheit gdnzlich unabhingig ist von dem,

was in der Zukunft geschehen wird.

Wenn wir sagen, “das Gewehr zielt jetzt auf den Punkt P”, so
sagen wir (2] nichts dartiiber, wohin der Schuf$ treffen wird. Der
Punkt auf den es zielt, ist ein geometrisches Hilfsmittel zur An-
gabe seiner Richtung. Daf} wir gerade dieses Mittel verwenden,
hédngt allerdings mit gewissen Erfahrungen zusammen (Wurf-
parabel, etc.), aber diese treten jetzt nicht in die Beschreibung

der Richtung ein.
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Die Galton’sche Photographie, das Bild einer Wahrscheinlich-
keit. Das Gesetz der Wahrscheinlichkeit, das Naturgesetz, was

man sieht, wenn man blinzelt.
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Was heifsit es: “die Punkte, die das Experiment liefert, liegen
durchschnittlich auf einer Geraden”? oder: “wenn ich mit ei-
nem guten Wiirfel wiirfle, so werfe ich durchschnittlich alle 6
Wiirfe eine 1”7 Ist dieser Satz mit jeder Erfahrung, die ich etwa
mache, vereinbar? Wenn er das ist, so sagt er nichts. Habe ich
(vorher) angegeben, mit welcher Erfahrung er nicht mehr ver-
einbar ist, welches die Grenze ist, bis zu der die Ausnahmen
von der Regel gehen diirfen, ohne die Regel umzustofsen? Nein.
Hatte ich aber nicht eine solche Grenze aufstellen konnen?
Gewifs. — Denken wir uns, die Grenze wére so gezogen: wenn
unter 6 aufeinander folgenden Wiirfen 4 gleiche auftreten, ist
der Wiirfel schlecht. Nun fragt man aber: “Wenn das aber nur
selten genug geschieht, ist er dann nicht doch gut?” — Darauf
lautet die Antwort: Wenn ich das Auftreten von 4 gleichen
Wiirfen unter 6 aufeinander folgenden fiir eine bestimmte Zahl
von Wiirfen erlaube, so ziehe ich damit eine andere Grenze, als
die erste war. Wenn ich aber sage “jede Anzahl gleicher aufein-
ander folgender Wiirfe ist erlaubt, wenn sie nur selten genug
auftritt, dann habe ich damit die Giite des Wiirfels im strengen
Sinne als unabhédngig von den Wurfresultaten erklart. Es sei
denn, daf$ ich unter der Giite des Wiirfels nicht eine Eigen-
schaft des Wiirfels, sondern eine Eigenschaft einer bestimmten
Partie im Wiirfelspiel verstehe. Denn dann kann ich allerdings
sagen: Ich nenne den Wiirfel in einer Partie gut, wenn unter
den N Wiirfen der Partie nicht mehr als log N gleiche aufeinan-
der folgende vorkommen. Hiermit wére aber eben kein Test zur
Uberpriifung von Wiirfeln gegeben, sondern ein Kriterium zur

Beurteilung einer Partie des Spiels.
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Man sagt, wenn der Wiirfel ganz gleichméfiig und sich selbst
tiberlassen ist, dann mufs die Verteilung der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5,
6 unter den Wurfresultaten gleichférmig sein, weil kein Grund
vorhanden ist, weshalb die eine Ziffer 6fter vorkommen sollte als

die andere.

Stellen wir nun aber die Wurfresultate statt durch die Ziffern 1
bis 6 durch die Worte der Funktion (x — 3)? fiir die Argumente
1 bis 6 dar, also durch die Ziffern 0, 1, 4, 9. Ist ein Grund
vorhanden, warum eine dieser Ziffern 6fter in den neuen Wur-
fresultaten fungieren soll, als eine andere? Dies lehrt uns, dafs
das Gesetz a priori der Wahrscheinlichkeit eine Form von Ge-

setzen ist, wie die der Minimumgesetze der Mechanik etc..

“Die Molekiile bewegen sich blofs nach den Gesetzen der Wahr-
scheinlichkeit”, das soll heiffen: die Physik tritt ab, und die
Molekiile bewegen sich jetzt quasi blofs nach Gesetzen der Lo-
gik. Diese Meinung ist verwandt der, daff das Tragheitsgesetz
ein Satz a priori ist; und auch hier redet man davon, was ein
Korper tut, wenn er sich selbst iiberlassen ist. Was ist das
Kriterium dafiir, dafs er sich selbst iiberlassen ist? Ist es am
Ende das, daf$ er sich gleichformig in einer Geraden bewegt?
Oder ist es ein anderes. Wenn das letztere, dann ist es eine
Sache der Erfahrung, ob das Tragheitsgesetz stimmt; im ersten
Fall aber war es gar kein Gesetz, sondern eine Definition. Und
Analoges gilt von einem Satz: “wenn die Teilchen sich selbst
tiberlassen sind, dann ist die Verteilung ihrer Bewegungen die
und die”. Welches ist das Kriterium dafiir, daf3 sie sich selbst

iiberlassen sind? etc..
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Zu sagen, die Punkte, die dieses Experiment liefert, liegen
durchschnittlich auf dieser Linie, z.B. einer Geraden, sagt etwas
Ahnliches wie: “aus dieser Entfernung gesehen, scheinen sie in
einer Geraden zu liegen”. Ich kann von einer Linie sagen, der
allgemeine Eindruck ist der einer Geraden; aber nicht: “die
Linie schaut gerade aus, denn sie kann das Stiick einer Linie
sein, die mir als Ganzes den Eindruck der Geraden macht”.

(Berge auf der Erde und auf dem Mond. Erde eine Kugel.)

Das Experiment des Wiirfelns dauert eine gewisse Zeit, und
unsere Erwartungen iiber die zukiinftigen Ergebnisse des Wiir-
felns konnen sich nur auf Tendenzen griinden, die wir in den
Ergebnissen des Experiments wahrnehmen. D.h., das Experi-
ment kann nur die Erwartung begriinden, dafd es so weiterge-
hen wird, wie (es) das Experiment gezeigt hat. Aber wir kon-
nen nicht erwarten, dafs das Experiment, wenn fortgesetzt, nun
Ergebnisse liefern wird, die mehr als die des wirklich ausge-
fithrten Experiments mit einer vorgefafiten Meinung iiber sei-
nen Verlauf iibereinstimmen. Wenn ich also z.B. Kopf und Ad-
ler werfe und in den Ergebnissen des Experiments keine
Tendenz der Kopf- und Adler-Zahlen finde, sich weiter einan-
der zu ndhern, so gibt das Experiment mir keinen Grund zur
Annahme, daf$ seine Fortsetzung eine solche Anndherung zei-
gen wird. Ja die Erwartung dieser Anndherung muf sich selbst
auf einen bestimmten Zeitpunkt beziehen, denn man kann
nicht sagen, man erwarte, dafd ein Ereignis einmal — in der

unendlichen Zukunft — eintreten werde.
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Alle “begriindete Erwartung” ist Erwartung, dafl eine bis jetzt
beobachtete Regel weiterhin gelten wird. (Die Regel aber muf3
beobachtet worden sein und kann nicht selbst wieder blof3

erwartet werden.)

Die Logik der Wahrscheinlichkeit hat es mit dem Zustand der
Erwartung nur soweit zu tun, wie die Logik tiberhaupt, mit

dem Denken.

Von der Lichtquelle Q wird ein Lichtstrahl ausgesandt, der
die Scheibe AB trifft, dort einen Lichtpunkt erzeugt und dann
die Scheibe AC trifft. Wir haben nun keinen Grund zur Annah-
me, der Lichtpunkt auf AB werde rechts von der Mitte M lie-
gen, noch zur entgegengesetzten; aber auch keinen Grund
anzunehmen, der Lichtpunkt auf AC werde auf der und nicht
auf jener Seite von der Mitte m liegen. Das gibt also widerspre-
chende Wahrscheinlichkeiten. Wenn ich nun eine Annahme
uber den Grad der Wahrscheinlichkeiten mache, daf$ der eine
Lichtpunkt im Stiick AM liegt, — wie wird diese Annahme veri-
tiziert. Wir denken doch, durch einen Haufigkeitsversuch. Ange-
nommen nun, dieser bestdtigt die Auffassung, dafs die Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Stiick AM und BM gleich sind (also fiir
Am und Cm verschieden), so ist sie damit als die richtige er-
kannt und erweist sich also als eine physikalische Hypothese.
Die geometrische Konstruktion zeigt nur, daf8 die Gleichheit
der Strecken AM und BM kein Grund zur Annahme gleicher

Wahrscheinlichkeit war.
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Wenn ich annehme, die Messung ergebe, dafs der Wiirfel genau
und homogen ist, und die Ziffern auf seinen Flichen die Wur-
fresultate nicht beeinflussen, und die Hand, die ihn wirft,
bewegt sich ohne bestimmte Regel; folgt daraus die durch-
schnittlich gleichférmige Verteilung der Wiirfe 1 bis 6 unter
den Wurfergebnissen? — Woraus sollte sie hervorgehen? Dafs
der Wiirfel genau und homogen ist, kann doch keine durch-
schnittlich gleichférmige Verteilung von Resultaten begriinden.
(Die Voraussetzung ist sozusagen homogen, die Folgerung
wiére gesprenkelt.) Und iiber die Bewegung beim Werfen ha-
ben wir ja keine Annahme gemacht. (Mit der Gleichheit der
beiden Heubiindel hat man zwar begriindet, daf3 der Esel in
ihrer Mitte verhungern (werde); aber nicht, daf8 er ungefdhr
gleich oft von jedem fressen werde.) — Mit unseren Annahmen
ist es auch vollkommen vereinbar, dafd mit dem Wiirfel 100 Ein-
ser nacheinander geworfen werden, wenn Reibung, Handbewe-
gung, Luftwiderstand so zusammentreffen. Die Erfahrung, daf8
das nie geschieht, ist eine, die diese Faktoren betrifft. Und die
Vermutung der gleichméfSiigen Verteilung der Wurfergebnisse
ist eine Vermutung tiiber das Arbeiten dieser Faktoren. Wenn
man sagt, ein gleicharmiger Hebel, auf den symmetrische Kréf-
te wirken, miisse in Ruhe bleiben, weil keine Ursache vorhan-
den ist, weshalb er sich eher auf die eine als auf die andre Seite
neigen sollte, so heifst das nur, daf3, wenn wir gleiche Hebelar-
me und symmetrische Krifte konstatiert haben und nun der
Hebel sich nach der einen Seite neigt, wir dies aus den uns
bekannten — oder von uns angenommenen — Voraussetzungen
nicht erkldren kénnen. (Die Form, die wir “Erkldrung” nennen,

muf$ auch asymmetrisch sein; wie die Operation, die aus “a +
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b” “2a + 3b” macht.) Wohl aber kénnen wir die andauernde
Ruhe des Hebels aus unsern Voraussetzungen erkldren. — Aber
auch eine schwingende Bewegung, die durchschnittlich gleich
oft von der Mitte nach rechts und nach links gerichtet ist? Die
schwingende Bewegung nicht, denn in der ist ja wieder Asym-
metrie. Nur die Symmetrie in dieser Asymmetrie. Hatte sich
der Hebel gleichféormig nach rechts gedreht, so konnte man
analog sagen: Mit der Symmetrie der Bedingungen kann ich
die Gleichférmigkeit der Bewegung, aber nicht ihre Richtung
erklaren. Eine Ungleichformigkeit der Verteilung der Wurfre-
sultate ist mit der Symmetrie des Wiirfels nicht zu erkldren.
Und nur insofern erklédrt diese Symmetrie die Gleichformigkeit
der Verteilung. — Denn man kann natiirlich sagen: Wenn die
Ziffern auf den Wiirfelflichen keine Wirkung haben, dann
kann ihre Verschiedenheit nicht eine Ungleichférmigkeit der
Verteilung erkldren; und gleiche Umstdnde konnen selbstver-
standlich nicht Verschiedenheiten erkldren; soweit also konnte
man auf eine Gleichféormigkeit schlieffen. Aber woher dann
tiberhaupt verschiedene Wurfresultate? Gewifs, was diese er-
klart, muff nun auch ihre durchschnittliche Gleichférmigkeit
erklaren. Die RegelmifSigkeit des Wiirfels stort nur eben diese

Gleichférmigkeit nicht.
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Angenommen, Einer der taglich im Spiel wiirfelt, wiirde etwa
eine Woche lang nichts als Einser werfen, und zwar mit Wiir-
feln, die nach allen anderen Arten der Untersuchung sich als
gut erweisen, und wenn ein Andrer sie wirft, auch die
gewohnlichen Resultate geben. Hat er nun Grund, hier ein Na-
turgesetz anzunehmen, dem gemafs er immer Einser wirft; hat
er Grund zu glauben, dafd das nun so weiter gehen wird, — oder
(vielmehr) Grund anzunehmen, daf$ diese Regelmafsigkeit nicht
lange mehr andauern kann? Hat er also Grund das Spiel aufzu-
geben, da es sich gezeigt hat, dafs er nur Einser werfen kann;
oder weiterzuspielen, da es jetzt nur um so wahrscheinlicher
ist, daf3 er beim ndchsten Wurf eine hohere Zahl werfen wird? —
In Wirklichkeit wird er sich weigern, die Regelmafligkeit als ein
Naturgesetz anzuerkennen; zum mindesten wird sie lang
andauern miissen, ehe er diese Auffassung in Betracht zieht.
Aber warum? — “Ich glaube, weil so viel frithere Erfahrung sei-
nes Lebens gegen ein solches Gesetz spricht, die alle sozusagen
— erst tiberwunden werden mufi, ehe wir eine ganz neue Be-

trachtungsweise annehmen.

Wenn wir aus der relativen Haufigkeit eines Ereignisses auf
seine relative Haufigkeit in der Zukunft Schliisse ziehen, so
konnen wir das natiirlich nur nach der bisher tatsdchlich beob-
achteten Haufigkeit tun. Und nicht nach einer, die wir aus der
beobachteten durch irgend einen Prozefs der Wahrscheinlich-
keitsrechnung erhalten haben. Denn die berechnete
Wahrscheinlichkeit stimmt mit jeder beliebigen tatsachlich beob-

achteten Haufigkeit tiberein, da sie die Zeit offen lafst.
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Wenn sich der Spieler, oder die Versicherungsgesellschaft, nach
der Wahrscheinlichkeit richten, so richten sie sich nicht nach
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, denn nach dieser allein kann
man sich nicht richten, da, was immer geschieht, mit ihr in Uber-
einstimmung zu bringen ist; sondern die Versicherungsgesell-
schaft richtet sich nach einer tatsdachlich beobachteten Haufig-

keit. Und zwar ist das natiirlich eine absolute Haufigkeit.
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