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1's-221a

L.udwig
Wittgenstein



“Aber sind die Uberginge also durch die algebraische Formel
nicht bestimmt?” — In der Frage liegt ein Fehler. Wir verwenden
den Ausdruck: “die Ubergénge sind durch die Formel - - *. be-
stimmt”. Wie wird er verwendet? Wir konnen etwa davon re-
den, dafl Menschen durch Erziehung (Abrichtung) dahinge-
bracht werden, die Formel y = x2 so zu verwenden, dafs Alle,
wenn sie die gleiche Zahl fiir x einsetzen, immer die gleiche
Zahl fiir y herausrechnen. Oder wir kénnen sagen: “Diese Men-
schen sind so abgerichtet, dafs sie alle auf den Befehl ‘+3" auf
der gleichen Stufe den gleichen Ubergang machen.” Wir kénn-
ten dies so ausdriicken: “Der Befehl “+3" bestimmt fiir diese
Menschen jeden Ubergang von einer Zahl zur néchsten vollig.”
(Im Gegensatz zu andern Menschen, die auf diesen Befehl
nicht wissen, was sie zu tun haben, oder deren jeder zwar mit
Sicherheit, aber in anderer Weise auf ihn reagieren.) Wir kon-
nen anderseits verschiedene Arten von Formeln und zu ihnen
gehorige verschiedene Arten der Verwendung (verschiedene
Arten der Abrichtung) einander entgegensetzen. Wir nennen
dann Formeln einer bestimmten Art (und der dazugehorigen
Verwendungsweise) “Formeln, welche eine Zahl y fiir ein gege-
benes x bestimmen”, und Formeln anderer Art, solche, “die die
Zahl y fiir ein gegebenes x nicht bestimmen”. (y = x? + 1 wére
etwa von der ersten Art, y >x2+ 1, y=x2+ 1,y =x2+ Z von
der zweiten.) Der Satz “die Formel - - - -. bestimmt eine Zahl y”
ist dann eine Aussage iiber die Form der Formeln und es ist
nun zu unterscheiden ein Satz wie: “die Formel, die ich hinge-
schrieben habe, bestimmt y” oder “hier steht eine Formel, die y
bestimmt”, von einem Satz wie: “die Formel y = x2 bestimmt

die Zahl y fiir ein gegebenes x”. Die Frage: “Steht dort eine
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Formel, die y bestimmt?” heifit dann dasselbe wie: “Steht dort
eine Formel dieser Art, oder jener Art?”, was wir aber mit der
Frage anfangen sollen: “Ist y = x? eine Formel, die y fiir ein
gegebenes x bestimmt?” ist nicht ohne weiteres klar. Diese
Frage konnte man etwa an einen Schiiler stellen, um zu priifen,
ob er die Verwendung des Ausdrucks “bestimmen” versteht;
oder es konnte eine mathematische Aufgabe sein, zu berech-
nen, ob auf der rechten Seite der Formel nur eine Variable steht,

wie z.B. im Fall
y=0C+Z)?2-Z(2x2+ Z).

Man kann nun sagen: “Wie die Formel gemeint wird, das be-
stimmt, welche Uberginge zu machen sind.” Was ist das Krite-
rium dafiir, wie die Formel gemeint ist? Doch wohl die Art und
Weise, wie wir sie standig gebrauchen, wie uns gelehrt wurde,
sie zu gebrauchen. Wir sagen z.B. Einem, der ein uns unbe-
kanntes Zeichen gebraucht: “Wenn Du mit ‘x~2" meinst x2, so
erhdltst Du diesen Wert fiir y, wenn Du damit \/x meinst, jenen.”
— Frage Dich nun: Wie macht man es, mit ‘x~2" das eine, oder
das andere meinen? So kann also das Meinen die Uberginge

zum voraus bestimmen.



“Worin liegt dann aber die eigentiimliche Unerbittlichkeit der
Mathematik?” — Wire fiir sie nicht ein gutes Beispiel die Uner-
bittlichkeit, mit der auf eins zwei folgt, auf zwei drei, auf drei
vier, usw.? — — Das heif3t doch wohl: in der Kardinalzahlenreihe
folgt, — denn in einer andern Reihe folgt ja etwas anderes? Und
ist denn diese Reihe nicht eben durch diese Folge definiert? —
“Soll das also heifien, dafs es gleich richtig ist, wie immer man
zahlt und dafs jeder zdhlen kann, wie er will?” — Wir wiirden es
wohl nicht “zdhlen” nennen, wenn jeder irgendwie Ziffern nach-
einander ausspricht; aber es ist freilich nicht einfach eine Frage
der Benennung. Denn das, was wir “zdhlen” nennen, ist ja ein
wichtiger Teil der Tatigkeiten unseres Lebens. Das Zahlen, und
Rechnen, ist doch, z.B., nicht einfach ein Zeitvertreib. Zihlen
(und das heift: so zdhlen) ist eine Technik, die tdglich in den
mannigfachsten Verrichtungen unseres Lebens verwendet
wird. Und darum lernen wir zdhlen, so wie wir es lernen: mit
endlosem Uben, mit erbarmungsloser Genauigkeit; darum
wird unerbittlich darauf gedrungen, daf8 wir Alle auf “eins”
“zwei”, auf “zwei” “drei”, sagen u.s.f. — “Aber ist dieses Zdhlen
also nur ein Gebrauch; entspricht dieser Folge nicht auch eine
Wahrheit?” Die Wahrheit ist, dafs das Zahlen sich sehr gut be-
wahrt hat. — “Willst du also sagen, dafi ‘wahr-sein’ heifst:
brauchbar (oder niitzlich) sein?” — Nein; sondern, daf man
von der natiirlichen Zahlenreihe — ebenso wie von unserer
Sprache — nicht sagen kann, sie sei wahr, sondern: sie sei

brauchbar und, vor allem, sie werde verwendet.
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“Aber folgt es nicht mit logischer Notwendigkeit, dafs Du zwei
erhaltst, wenn Du zu eins eins zdhlst und drei, wenn Du zu
zwei eins zdhlst, u.s.f.; und ist diese Unerbittlichkeit nicht
dieselbe, wie die des logischen Schlusses?” — Doch! Sie ist
dieselbe. — “Aber entspricht denn der logische Schlufs nicht
einer Wahrheit? Ist es nicht wahr, dafs das aus diesem folgt?” —
Der Satz: ‘es ist wahr, dafd das aus diesem folgt’, heifdt einfach:
das folgt aus diesem. Und wie verwenden wir diesen Satz? —
Was wiirde denn geschehen, wenn wir anders schlossen — wie

wiirden wir mit der Wahrheit in Konflikt geraten.
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Da mufSs man sich klar machen, worin Schlieffen denn eigent-
lich besteht. Man wird etwa sagen, es besteht im Ubergang von
einer Behauptung zu einer andern. Aber was heifst das? Heifst
es, da8 Schlieen etwas ist, was stattfindet beim Ubergang von
der einen zur andern Behauptung, also ehe die andere
ausgesprochen ist — oder heifdt es, dafs Schliefien darin besteht,
die eine Behauptung auf die andere folgen zu lassen, d.h., nach
ihr auszusprechen? Wir stellen uns, verleitet durch die beson-
dere Verwendung des Verbums “schlieffen”, gern vor, das
Schlieflen sei eine eigentiimliche Tatigkeit, ein Vorgang im
Medium des Verstandes, gleichsam ein Brauen der Nebel, aus
welchem dann die Folgerung auftaucht. Sehen wir aber doch
zu, was dabei geschieht! Einerseits gibt es da einen Ubergang
von einem Satz zum andern auf dem Weg iiber andere Sitze,
also durch eine Schluflkette, — aber von diesem Ubergang brau-
chen wir nicht zu reden, da er ja eine andere Art von Ubergang
voraussetzt, nimlich von einem Glied der Kette zum néachsten.
Und auch hier gibt es einen Vorgang, den man Ubergang zwi-
schen Gliedern nennen kann. An diesem Vorgang ist nun nichts
Okkultes; es ist ein Ableiten des einen Satzzeichens aus dem
andern nach einer Regel, ein Vergleichen der beiden mit ir-
gendeinem Paradigma, das uns das Schema des Ubergangs
darstellt, oder dergleichen. Es kann auf dem Papier, miindlich,
oder ‘im Kopf, d.h. in der Vorstellung vor sich gehen. Der
Schluf8 kann aber auch so gezogen werden, daf8 der eine Satz
ohne einen Vorgang der Uberleitung nach dem andern ausge-
sprochen wird; oder die Uberleitung besteht nur darin, dafs wir

sagen; “Also:”, oder: “Daraus folgt:”, oder dergl. Man nennt es
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dann “Schlufs”, wenn der gefolgerte Satz sich tatsdchlich aus

der Pramisse ableiten [ifst.

Was heifst es nun, dafi sich ein Satz aus einem andern,
vermittels einer Regel, ableiten [ifit? Lafst sich nicht alles aus
allem vermittels irgend einer Regel ableiten? — Was heifst es,
wenn ich z.B. sage: diese Zahl léfst sich durch die Multiplikati-
on jener beiden erhalten? Dies ist offenbar eine Regel, die sagt,
dafs Du diese Zahl erhalten mufst, wenn anders Du richtig mul-
tiplizierst; und diese Regel koénnen wir dadurch erhalten, daf3
wir die beiden Zahlen multiplizieren, oder auch auf andere
Weise (obwohl man auch jeden Vorgang, der zu diesem Ergeb-
nis fiihrt, eine "Multiplikation” nennen kann). Man sagt nun,
ich habe multipliziert, wenn ich die Multiplikation 165 x 363
ausgefiihrt habe, aber auch, wenn ich sage: “4 mal 2 ist 87,
obwohl hier kein Rechnungsvorgang zum Produkt gefiihrt hat
(das ich aber auch hétte ausrechnen konnen). Und so sagen wir

auch, es werde ein Schlufd gezogen, wo er nicht errechnet wird.

Aber die Schlufiregel mufs doch so sein, daff die Folgerung
wahr sein muf$, wenn die Pramisse wahr ist. Wenn ich also die
Pramisse als wahr erkannt habe, so muf$ der Schluf8 ein solcher
sein, daf ein Nicht-Ubereinstimmen der Folgerung mit der Re-
alitdat ausgeschlossen ist. — — Und das ist nur dadurch moglich,
daB ich nichts als ein solches Nicht-Ubereinstimmen gelten

lasse, wenn die Realitdat mit den Pramissen iibereinstimmt.
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“Ich darf aber doch nur folgern, was wirklich folgt!” — Soll das
heifien: nur das, was den Schlufiregeln gemafs folgt, — oder soll
es heifSen: nur das, was solchen Schlufsregeln gemifs folgt, die
irgendwie mit der Realitét tibereinstimmen? Hier schwebt uns
in vager Weise vor, dafy diese Realitdt etwas sehr Abstraktes,
sehr Allgemeines und sehr Hartes ist. Die Logik ist eine Art
von Ultraphysik, die Beschreibung des ‘logischen Baus’ der
Welt, den wir durch eine Art Ultraerfahrung wahrnehmen (mit
dem Verstande etwa). Es schweben uns hier vielleicht Schliisse
vor wie dieser: “Der Ofen raucht, also ist das Ofenrohr wieder
verlegt.” (Und so wird dieser Schluff gezogen! Nicht so: “Der
Ofen raucht, und wenn immer der Ofen raucht, ist das

Ofenrohr verlegt; also - -+ -.”.)

Das, was wir ‘logischer Schlufs” nennen, ist nichts als eine
Transformation des Ausdrucks. Die Umrechnung von einem
Maf3 auf ein anderes. Auf der einen Kante eines Mafstabes sind
Zoll aufgetragen, auf der andern cm. Ich messe den Tisch in
Zoll und gehe dann auf dem Mafstab zu cm tiber. — Und freilich
gibt es auch beim Ubergang von einem Maf} zum andern rich-
tig und falsch; aber mit welcher Realitit stimmt hier das
Richtige tiberein? Wohl mit einer Abmachung, oder einem Ge-

brauch, und etwa mit den praktischen Bediirfnissen.

10
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Wie wiirden wir mit der Wahrheit in Konflikt geraten, wenn
unsere Zollstibe aus weichem Gummi wdéren, statt aus Holz
und Stahl? — “Nun, wir wiirden nicht das richtige Maf} des Ti-
sches kennen lernen.” — Du meinst, wir wiirden nicht, oder
nicht zuverldssig, die Mafizahl erhalten, die wir mit unsern
harten Maf3stiben erhalten. Der wére also im Unrecht, der den
Tisch mit dem dehnbaren Mafistab gemessen hitte und be-
hauptet, er médfie nun 1.80 m nach unserer gewohnlichen Mefs-
art; sagt er aber blofs, der Tisch mifSt 1.80 m nach seiner Mefart,
so stimmt das. — “Aber das ist dann doch iiberhaupt kein Mes-
sen!” — Gewifs, es ist nicht, was wir ‘messen’ nennen; kann aber
unter Umstdnden auch ‘praktische Zwecke’ erfiillen. Einen
Mafistab, der sich bei geringer Erwdarmung aufierordentlich
stark ausdehnte, wiirden wir — unter gewdhnlichen Umstdnden
— deshalb unbrauchbar nennen. Wir konnten uns aber Verhalt-
nisse denken, in denen gerade dies das Erwiinschte wére. Ich
stelle mir vor, daf8 wir die Ausdehnung mit freiem Auge wahr-
nehmen; und Kérpern in Rdumen von ungleicher Temperatur
die gleiche Mafizahl der Lange beilegen, wenn sie auf dem
Maf3stab, der fiirs Auge bald linger bald kiirzer ist, gleich weit
reichen. Man kann dann sagen: Was hier “messen” und “Lan-
ge” und “langengleich” heif$t, ist etwas Anderes, als was wir so
nennen. Der Gebrauch dieser Worter ist hier ein anderer, als
der unsere; aber er ist mit ihm verwandt und auch wir gebrau-
chen diese Worter auf vielerlei Weise. Plinius sagte, es sei eine
Eigenschaft der Zahlen, dafs nach je zehn eine hohere Art
beginne. (Die logische Struktur der Welt. -)

11
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“Aber muf$ denn nicht z.B. aus “(x).fx" fa folgen, wenn (2] so ge-
meint ist, wie wir es meinen?” — und wie dufSert es sich, wie wir
es meinen? Nicht durch die stindige Praxis seines Gebrauchs?
und etwa noch durch gewisse Gesten — und was dem &dhnlich
ist. — — Es ist aber, als hinge dem Wort “alle”, wenn wir es sa-
gen, noch etwas an, womit ein anderer Gebrauch unvereinbar
wadre; namlich die Bedeutung. “’Alle” heifst doch: alle!” mochten
wir sagen, wenn wir sie erklédren sollen; und dabei machen wir
eine gewisse Geste und Miene. Hacke alle diese Biume um! —
— Ja, verstehst Du nicht, was “alle’ heif3t? (Er hatte einen stehen
gelassen.) Wie hat er gelernt, was “alle” heifst? Doch wohl durch
Ubung. — Und freilich diese Ubung hat nun nicht nur bewirkt,
dafs er auf den Befehl das tut, sondern sie hat das Wort mit ei-
ner Menge von Bildern (visuellen und andern) umgeben, von
denen das eine oder das andere auftaucht, wenn wir das Wort
horen und aussprechen. (Und wenn wir Rechenschaft dartiber
geben sollen, was die ‘Bedeutung’ des Wortes ist, greifen wir
zuerst ein Bild aus dieser Masse heraus — und verwerfen es
dann wieder als unwesentlich, wenn wir sehen, dafs einmal
dies, einmal jenes auftritt, und manchmal keines.) Man koénnte
sagen: Man lernt die Bedeutung von “alle” indem man lernt,
daB aus “(x).fx’ fa folgt. — D.h., die Ubungen, die den Gebrauch
dieses Wortes einiiben, seine Bedeutung lehren, zielen immer

dahin, daf$ eine Ausnahme nicht gemacht werden darf.
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“Aus ‘alle’, wenn es so gemeint ist, mufs doch das folgen.” —
Wenn es wie gemeint ist? Uberlege es Dir, wie meinst Du es? Da
schwebt Dir etwa noch ein Bild vor — und mehr hast Du nicht. -
Nein, es muff nicht — aber es folgt: Wir vollziehen diesen
Ubergang. Und wir sagen: Wenn das nicht folgt, dann waren es
eben nicht alle! — — und das zeigt nur, wie wir mit Worten in so

einer Situation reagieren. —

Wir koénnten es auch so sagen: Es kommt uns vor, dafs, wenn
aus (x).fx nicht mehr fa folgen soll, aufSer dem Gebrauch des
Wortes “alle” noch etwas anderes sich gedndert haben muf3, et-
was, was dem Worte unmittelbar anhéngt. Ist das nicht dhnlich,
wie wenn man sagt: “Wenn dieser Mensch anders handelte,
dann miifite auch sein Charakter ein anderer sein.” Nun das
kann in manchen Fillen etwas heiflen und in manchen nicht.
Wir sagen: “aus dem Charakter fliefSt die Handlungsweise”,

und so fliefst aus der Bedeutung der Gebrauch.

Das zeigt Dir — konnte man sagen — wie fest verbunden gewisse
Gesten, Bilder, Reaktionen, mit einem stdndig geiibten Ge-
brauch sind. ‘Es drangt sich uns das Bild auf - - - -.". Es ist sehr

bemerkenswert, dafd Bilder sich aufdringen konnen.

Wichtig ist, dafs in unserer Sprache — in unserer natiirlichen
Sprache — ‘alle’ ein Grundbegriff ist und ‘alle aufser einem’
weniger fundamental; d.h., es gibt dafiir nicht ein Wort, auch

nicht eine charakteristische Geste.
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Der Witz des Wortes “alle” ist ja, dafs es keine Ausnahme zu-
laBt. — Ja, das ist der Witz seiner Verwendung in unserer Spra-
che; aber welche Verwendungsarten wir als ‘Witz” empfinden,
das hdngt damit zusammen, welche Rolle diese Verwendung in
unserm ganzen Leben spielt. (Damit hidngt diese Bemerkung
zusammen: Wir mochten manchmal sagen, “es mufs doch einen
Grund haben, warum auf dieses Thema — in einer Symphonie
etwa — gerade das Thema folgt”. Als Grund wiirden wir eine
gewisse Beziehung der beiden Themen, eine Verwandtschaft,
einen Gegensatz, oder dergleichen, anerkennen. — Aber wir
koénnen ja eine solche Beziehung konstruieren: sozusagen eine
Operation, die das eine Thema aus dem andern erzeugt; aber
damit ist uns nur gedient, wenn diese Beziehung eine uns
wohlbekannte ist. Es ist also, als miifste die Folge dieser The-
men einem in uns schon vorhandenen Paradigma entsprechen.
Von einem Gemailde, das zwei menschliche Gestalten zeigt,
kéonnte man &hnlich sagen: “Es mufl einen Grund haben,
warum gerade diese zwei Gesichter uns einen solchen Eindruck
machen.” Wir mochten — heifit das — diesen Eindruck der bei-
den Gesichter wo anders wieder finden — in einem anderen Ge-
biet. — Aber ob er wieder zu finden ist? Man konnte auch fra-
gen: Welche Zusammenstellung von Themen hat eine Pointe,
welche keine? Oder: Warum hat diese Zusammenstellung eine
Pointe und die keine? Das mag nicht leicht zu sagen sein! Oft

konnen wir sagen: “Diese entspricht einer Geste, diese nicht.”)
“Wie weifs ich, dafs ich im Verfolg der Reihe ‘42" schreiben muf

20004, 20006

14


https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/148.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/149.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/149.webp
https://cdn.wittgensteinnachlass.com/2000px/webp/Ts-221a/150.webp

und nicht
20004, 20008?" —

Die Frage ist dhnlich der: wie weifs ich, dafs diese Farbe ‘rot” ist?
“Aber Du weifit doch, dafs Du immer die gleiche Zahlenfolge in
den Einern schreiben mufst: 2, 4, 6, 8, 0, 2, 4, us.w.” — Ganz
richtig! das Problem muf$ auch schon in dieser Zahlenfolge, ja
auch schon in der 2, 2, 2, 2 u.s.w. ad inf. auftreten. — Denn wie
weif$ ich, dafd ich nach der 500sten Zwei “2” schreiben soll; daf3
ndmlich dann “2” “die gleiche Zahl” ist? Ja, weifs ich es denn?
Und wenn ich es zuvor weif3, was hilft mir dieses Wissen fiir
spater? Ich meine: wie weifs ich dann, wenn der Schritt wirklich
zu machen ist, was ich mit diesem Wissen anzufangen habe?
Wenn zur Fortsetzung der Reihe eine Intuition noétig ist,

dann auch zur Fortsetzung der Reihe [2].
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Auf die Frage, worin denn das Schlieflen besteht, horen wir
etwa: “Wenn ich die Wahrheit der Satze -+ - - erkannt habe,
so bin ich nun berechtigt, «----- hinzuschreiben.” — Inwiefern
berechtigt? Hatte ich frither kein Recht, es hinzuschreiben? — —
“Jene Sdtze iiberzeugen mich von der Wahrheit dieses Satzes.”
— Aber darum handelt sich’s natiirlich auch nicht. — — “Nach
diesen Gesetzen vollfiihrt der Geist die besondere Tatigkeit des
logischen Schliefiens.” — Das ist gewifs interessant und wichtig;
aber ist es denn auch wahr? schliefit er immer nach diesen Ge-
setzen? Und worin besteht die besondere Tatigkeit des Schlie-
Bens? — — Darum ist es notwendig, zu schauen, wie wir denn
in der Praxis der Sprache Schliisse vollziehen, — was denn das
Schlieflen im Sprachspiel fiir ein Vorgang ist. Z.B.: In einer
Vorschrift steht: “Alle, die tiber 1.80 m hoch sind, sind in die
-+ ++. Abteilung aufzunehmen.” Ein Kanzlist verliest die Na-
men der Leute, dazu ihre Hohe. Ein anderer teilt sie den und
den Abteilungen zu. — N.N., 1.90 m. — “Also N.N. in die - - -
Abteilung.” Das ist Schliefsen.

Was nennen wir, z.B., ‘Schliisse’ bei Russell, oder bei Euklid?
Soll ich sagen: die Uberginge von einem Satz zum néchsten im
Beweis? Aber wo steht der Ubergang? — Ich sage, bei Russell
folge p aus q, wenn p aus q geméf der Stellung der beiden in
einem ‘Beweise’, und den ihnen beigefiigten Zeichen, abzulei-
ten ist, wenn wir das Buch lesen. Denn, dieses Buch zu lesen ist

ein Spiel, welches gelernt sein will.
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Man ist sich oft im Unklaren, worin das Folgen und Folgern ei-
gentlich besteht; was fiir ein Sachverhalt oder Vorgang es ist.
Und dies kommt von der eigentiimlichen Verwendung dieser
Verben. Es wird uns nahe gelegt, dafs Folgen das Bestehen einer
Verbindung zwischen Sitzen ist, der wir beim Folgern nachge-
hen. Diese Unklarheit zeigt sich sehr lehrreich in Russell’s
Darstellung (‘Principia Mathematica”). Daf3 ein Satz Fp aus
einem Satz FpDq.p folgt, ist hier ein logisches Grundgesetz:

FpDq.p.-O.Fq

Dieses berechtige uns nun, heifst es, -q aus FpDq.p zu schlie-
en. Aber worin besteht denn ‘schliefien’, diese Prozedur, zu
der wir berechtigt werden? Doch darin, den einen Satz — in ir-
gendeinem Sprachspiel — nach dem andern als Behauptung
auszusprechen, anzuschreiben und dergl., und wie kann mich

jenes Grundgesetz dazu berechtigen?
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Russell will doch sagen: “So werde ich schlieffen und so ist es
richtig.” Er will uns also einmal mitteilen, wie er schliefen will:
das geschieht durch eine Regel des Schliefiens. Wie lautet sie?
Daf3 dieser Satz jenen impliziert? Doch wohl, daf8 in den Bewei-
sen dieses Buchs ein solcher Satz nach einem solchen stehen
soll. — Aber es soll ja ein logisches Grundgesetz sein, dafi es
richtig ist, so zu schlieffen! — Dann miifite das Grundgesetz lau-
ten: “Es ist richtig vom - ---. auf - - - -. zu schlieffen”; und die-
ses Grundgesetz sollte nun wohl einleuchten; aber dann wird
uns eben die Regel selbst als richtig, oder berechtigt, einleuch-
ten. “Aber diese Regel handelt doch von Sitzen in einem Buch,
und das gehort doch nicht in die Logik!” — Ganz richtig; die
Regel ist wirklich nur eine Mitteilung, daff in diesem Buche nur
dieser Ubergang von einem Satz zum andern gebraucht wird,
denn die Richtigkeit des Ubergangs mufl an Ort und Stelle ein-
leuchten; und der Ausdruck des ‘logischen Grundgesetzes’ ist

dann das Aufeinanderfolgen der Siitze selbst.

Russell scheint mit jenem Grundgesetz von einem Satz q zu sa-
gen: “Er folgt schon — ich brauche ihn nur noch zu folgern.”
Ganz analog heifst es einmal bei Frege, die Gerade, welche je
zwei Punkte verbindet, sei eigentlich schon da, ehe wir sie
z6gen und so ist es auch, wenn wir sagen, die Ubergénge der
Reihe +2 etwa wiren eigentlich bereits gemacht, ehe wir sie

miindlich oder schriftlich machen, — gleichsam nachzogen.
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Einem, der dies sagt, konnte man antworten: Du verwendest
hier ein Bild: Man kann die Ubergénge, die einer in einer Reihe
machen soll, dadurch bestimmen, dafd man sie ihm vormacht.
Indem man z.B. die Reihe, die er schreiben soll, in einer ande-
ren Notation hinschreibt, dafs er sie nur noch zu {iibertragen
hat, oder indem man sie wirklich ganz diinn vorschreibt und er
hat sie nachzuziehen. Im ersten Fall konnen wir auch sagen,
wir schreiben nicht die Reihe an, die er zu schreiben hat, ma-
chen also die Ubergénge dieser Reihe selbst nicht; im zweiten
Falle aber werden wir gewif$ sagen, die Reihe, die er schreiben
soll, sei schon vorhanden. Wir wiirden dies auch sagen, wenn
wir ihm, was er hinzuschreiben hat, diktieren, obwohl wir dann
eine Reihe von Lauten hervorbringen und er eine Reihe von
Schriftzeichen. Es ist jedenfalls eine sichere Art, die Uberginge,
die Einer zu machen hat, zu bestimmen, sie ihm, in irgendeinem
Sinne, schon vorzumachen. — Wenn wir daher diese Ubergénge
in einem ganz andern Sinne bestimmen, indem wir ndamlich
unsern Schiiler einer Abrichtung unterziehen, wie z.B. unsere
Kinder sie im Einmaleins und im Multiplizieren erhalten, so
ndmlich, dafs Alle, die so abgerichtet sind, nun beliebige Multi-
plikationen, die sie nicht in ihrer Lehrzeit gemacht haben, auf
die gleiche Weise und mit iibereinstimmenden Resultaten aus-
fiilhren — wenn also die Uberginge, die Einer auf den Befehl +2
zu machen hat, durch Abrichtung so bestimmt sind, dafl wir
mit Sicherheit voraussagen konnen, wie er gehen wird, auch
wenn er diesen Ubergang bis jetzt noch nie gemacht hat, — dann
kann es uns nattirlich sein, als Bild dieses Sachverhalts den zu
gebrauchen: die Uberginge seien bereits alle gemacht, er

schriebe sie nur noch hin.
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Wird es nun experimentell festgestellt, ob sich ein Satz aus dem
andern ableiten 1df3t? — Es scheint, ja! Denn ich schreibe gewisse
Zeichenfolgen hin, richte mich dabei nach gewissen Paradig-
men — dabei ist es allerdings wesentlich, dafs ich kein Zeichen
iibersehe, oder dafd es sonstwie abhanden kommt — und was
bei diesem Vorgang entsteht, davon sage ich, es folge. — —
Dagegen ist ein Argument dies: Wenn 2 und 2 Apfel nur 3 Ap-
fel geben, d.h., wenn 3 Apfel daliegen, nachdem ich zwei und
wieder zwei hingelegt habe, sage ich nun nicht: “2 + 2 ist also
doch nicht immer 4”; sondern: “Einer mufs irgendwie

weggekommen sein”.

Aber inwiefern mache ich ein Experiment, wenn ich dem schon
hingeschriebenen Beweis nur folge? Man konnte sagen: “Wenn
Du diese Kette von Umformungen ansiehst, — kommt es Dir

nicht auch so vor, als stimmten sie mit den Paradigmen?”

Wenn das also ein Experiment genannt werden soll, dann wohl
ein psychologisches. — Der Anschein des Stimmens kann ja auf
einer Sinnestduschung beruhen. Und so ist es ja auch manch-
mal, wenn wir uns verrechnen. Man sagt auch: “Das kommt
mir heraus.” Und es ist doch wohl ein Experiment, das zeigt,

daf3 dies mir herauskommt.

Man konnte sagen: Das Resultat des Experiments ist dies, daf3
ich, am Ende beim Resultat des Beweises angelangt, mit

Uberzeugung sage: “Ja, es stimmt.”
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Was ist die charakteristische Verwendung des Vorgangs der
Ableitung als Rechnung — im Gegensatz zur Verwendung des
Vorgangs als Experiment? Wir betrachten die Berechnung als
Demonstration einer internen Eigenschaft (eine Eigenschaft des
Wesens) der Strukturen. Aber was heif$t das? Als Urbild der

‘internen Eigenschaft’ konnte dieses dienen:
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Wenn ich nun sage: 10 Striche bestehen notwendig aus 3 mal 3
Strichen und einem Strich — das heifst doch nicht: wenn 10 Stri-
che dastehen, so stehen immer die Ziffern und Bogen rund her-
um. — Setze ich sie aber zu den Strichen hinzu, so sage ich, ich
demonstrierte nur das Wesen jener Gruppe von Strichen. —
Aber bist Du sicher, daf8 sich die Gruppe beim Dazuschreiben
jener Zeichen nicht verdndert hat? — “Ich weifs nicht; aber eine
bestimmte Zahl von Strichen stand da; und wenn nicht 10, so

eine andre und dann hatte die eben andre Eigenschaften. -
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Man sagt: die Rechnung ‘entfaltet’” die Eigenschaft der Hun-
dert. Was heifst es eigentlich: 100 bestehe aus 50 und 50? Man
sagt: der Inhalt der Kiste besteht aus 50 Apfeln und 50 Birnen.
Aber wenn Einer sagte: “der Inhalt der Kiste besteht aus 50
Apfeln und 50 Apfeln” —, wir wifsten zunédchst nicht, was er
meint. — Wenn man sagt: “Der Inhalt der Kiste besteht aus 2
mal 50 Apfeln”, so heifst das entweder, es seien da zwei Abtei-
lungen zu 50 Apfeln; oder es handelt sich etwa um eine Vertei-
lung, in der Jeder 50 Apfel erhalten soll, und ich hore nun, daf3

man aus dieser Kiste zwei Leute beteilen kann.

“Die 100 Apfel in der Kiste bestehen aus 50 und 50" - hier ist
wichtig der unzeitliche Charakter von ‘bestehen’. Denn es heifst

nicht, sie bestiinden jetzt, oder fiir einige Zeit aus 50 und 50.

Was ist denn das Charakteristikum der ‘internen Eigenschaf-
ten’? Daf sie immer, unverdnderlich in dem Ganzen bestehen,
das sie bilden; gleichsam unabhidngig von allen dufleren Ge-
schehnissen. Wie die Konstruktion einer Maschine auf dem Pa-
pier nicht bricht, wenn die Maschine selbst dufleren Kraften
erliegt. — Oder ich mochte sagen: dafi sie nicht Wind und Wet-
ter unterworfen sind, wie das Physikalische der Dinge; sondern

unangreifbar wie Schemen.

Statt, “100 bestehen aus 50 und 507, kénnte man sagen: “ich
lasse 100 aus 50 und 50 bestehen”.
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“Aber bin ich also in einer Schlufskette nicht gezwungen, zu
gehen, wie ich gehe?” — Gezwungen? Ich kann doch wohl ge-
hen, wie ich will! - “Aber wenn Du im Einklang mit den Regeln
bleiben willst, mufit Du so gehen.” — Durchaus nicht; ich nenne
etwas anderes ‘Einklang’. — Ja, aber dann verdnderst Du eben
den Sinn des Wortes ‘Einklang’, oder den Sinn der Regel.” —
Nein, — wer sagt, was hier ‘verdndern’ und was ‘gleichbleiben’
heifst? Wieviele Regeln immer Du mir angibst — ich gebe Dir

eine Regel, die meine Verwendung Deiner Regeln rechtfertigt.

“Du darfst doch das Gesetz jetzt nicht auf einmal anders an-
wenden!” — Wenn ich darauf antworte: “Ach ja, ich hatte es ja so
angewandt!” oder: “Ach, so sollte ich es anwenden — !”; dann
spiele ich mit. Antworte ich aber einfach: “Anders? — Das ist

doch nicht anders!” — was willst Du tun?
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Inwiefern ist das logische Argument ein Zwang? — “Du gibst
doch das zu, — und das zu; dann mufit Du auch das zugeben!”
Das ist die Art, jemanden zu zwingen. D.h., man kann so tat-
sdchlich Menschen zwingen, etwas zuzugeben. — Nicht anders,
als wie man Einen etwa dazu zwingen kann, dorthin zu gehen,
indem man gebietend mit dem Finger dorthin zeigt. Denke, ich
zeige in so einem Fall mit zwei Fingern zugleich in zwei ver-
schiedenen Richtungen und stelle es damit den Andern frei, in
welcher der beiden Richtungen er gehen will — ein andermal
zeige ich nur in einer Richtung; so kann man das auch so aus-
driicken: mein erster Befehl habe ihn nicht gezwungen, in einer
Richtung zu gehen, wohl aber der zweite. Das ist aber eine
Aussage, die angeben soll, welcher Art meine Befehle waren;
aber nicht, in welcher Art sie wirken, ob sie den und den

tatsachlich zwingen, d.h., ob er ihnen gehorcht.

Ist eine Berechnung ein Experiment? — Ist es ein Experiment,
wenn ich morgens aus dem Bett steige? Aber konnte dies nicht
ein Experiment sein, — welches zeigen soll, ob ich nach so und
soviel Stunden Schlafes die Kraft habe, mich zu erheben? “Du
darfst doch das Gesetz jetzt nicht auf einmal anders anwen-
den!” — Wenn ich darauf antworte: “Ach ja, ich hatte es ja so an-
gewandt!” oder: “Ach, so sollte ich es anwenden —!”; dann spie-
le ich mit. Antworte ich aber einfach: “Anders? — Das ist doch

'//

nicht anders!” — was willst Du tun?
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Inwiefern ist das logische Argument ein Zwang? “Du gibst
doch das zu, — und das zu; dann mufit du auch das zugeben!”
Das ist die Art, jemanden zu zwingen. D.h., man kann so tat-
sdchlich Menschen zwingen, etwas zuzugeben. — Nicht anders,
als wie man Einen etwa dazu zwingen kann, dorthin zu gehen,
indem man gebietend mit dem Finger dorthin zeigt. Denke, ich
zeige in so einem Fall mit zwei Fingern zugleich in zwei ver-
schiedenen Richtungen und stelle es damit dem Andern frei, in
welcher der beiden Richtungen er gehen will — ein andermal
zeige ich nur in einer Richtung; so kann man das auch so aus-
driicken: mein erster Befehl habe ihn nicht gezwungen, in einer
Richtung zu gehen, wohl aber der zweite. Das ist aber eine
Aussage, die angeben soll, welcher Art meine Befehle waren;
aber nicht, in welcher Art sie wirken, ob sie den und den

tatsachlich zwingen, d.h., ob er ihnen gehorcht.

Ist eine Berechnung ein Experiment? — Ist es ein Experiment,
wenn ich morgens aus dem Bett steige? Aber konnte dies nicht
ein Experiment sein, — welches zeigen soll, ob ich nach so und
soviel Stunden Schlafes die Kraft habe, mich zu erheben? Und
was fehlt dieser Handlung dazu, dies Experiment zu sein? —
Blof3, daf$ sie nicht zu diesem Zwecke, d.h., in der Verbindung
mit einer solchen Untersuchung ausgefiihrt wird. Experiment ist

etwas durch den Gebrauch, der davon gemacht wird.
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Wire es moglich, dafs Leute heute eine unsrer Berechnungen
durchgingen und von den Schliissen befriedigt waren, morgen
aber ganz andere Schliisse ziehen wollen, und einen andern
Tag wieder andere? Ja, kann man sich nicht denken, dafs dies
mit einer Gesetzmifligkeit so geschiahe; dafs, wenn er einmal die-
sen Ubergang macht, er ‘eben darum’ das nidchste Mal einen an-
dern macht, und darum (etwa) das ndchste Mal wieder den
ersten? (Ahnlich, wie wenn in einer Sprache die Farbe, die
einmal “rot” genannt wird, darum beim nichsten Male anders

“”

genannt wiirde und beim tiberndchsten wieder “rot”, u.s.f.;
dies konnte Menschen so nattirlich sein. Man konnte es ein

Bediirfnis nach Abwechslung nennen.)

Ist es nicht so: Solange man denkt, es kann nicht anders sein,
zieht man logische Schliisse. Das heifst wohl: solange das und
das gar nicht in Frage gezogen wird. Die Schritte, welche man
nicht in Frage zieht, sind logische Schliisse. Aber man zieht sie
nicht darum nicht in Frage, weil sie ‘sicher der Wahrheit ent-
sprechen’ — oder dergl. — sondern, dies ist eben, was man ‘Den-
ken', ‘Sprecheny, ‘Schliefien’, ‘Argumentieren’, nennt. Es handelt
sich hier garnicht um irgendeine Entsprechung des Gesagten
mit der Realitédt; vielmehr ist die Logik vor einer solchen Ent-
sprechung; ndmlich in dem Sinne, in welchem die Festlegung
der Mefimethode wor der Richtigkeit oder Falschheit einer

Langenangabe ist.
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“Nach Dir konnte also jeder die Reihe fortsetzen, wie er will;
und also auch auf irgend eine Weise schliefSen!” Wir werden es
dann nicht “die Reihe fortsetzen” nennen und auch wohl nicht
“schliefsen”. Denn, dafs ihn Schlufigesetze nicht zwingen, das
und das zu reden, oder zu schreiben, dariiber sind wir ja einig.
Und wenn Du sagst, er konne es zwar reden, aber er kann es
nicht denken, so sage ich nur, das heifie nicht: er kdnne es, quasi
trotz aller Anstrengung, nicht denken, sondern es heifst: zum
‘Denken’ gehort fiir uns wesentlich, dafi er — beim Reden,
Schreiben, etc. — solche Uberginge macht. Und ferner sage ich,
dafl die Grenze zwischen dem, was wir noch ‘denken’ und
dem, was wir nicht mehr so nennen, so wenig scharf gezogen
ist, wie die Grenze zwischen dem, was noch “Gesetzmafligkeit”
genannt wird und dem, was wir nicht mehr so nennen. Nun
muf$ ich dies aber qualifizieren: Denn man kann ja doch sagen,
dafs die Schlufigesetze uns zwingen; in dem Sinne ndmlich, wie
andere Gesetze in der menschlichen Gesellschaft. Der Kanzlist,
der so schliefst, wie in (), muf§ es so tun, er wére bestraft wor-
den, wenn er anders schlosse. Wer anders schliefst, kommt al-
lerdings in Konflikt: z.B. mit der Gesellschaft; aber auch mit
andern praktischen Folgen. Und auch daran ist mehr, als ich
oben zugab, wenn Einer sagt: “Er kann es nicht denken.” Man
will etwa sagen: Er kann es nicht mit personlichem Inhalt
erfiillen: er kann nicht wirklich mitgehen — mit seinem Verstand,
mit seiner Person. Es ist dhnlich, wie man sagt: Diese Tonfolgen
geben keinen Sinn, ich kann sie nicht mit Ausdruck singen. Ich
kann nicht mitschwingen. Oder, was hier auf dasselbe hinaus-
kommt: ich schwinge nicht mit. “Wenn er es redet — kénnte

man sagen — kann er es nur gedankenlos reden”. Und hierzu
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mufs nur bemerkt werden, dafs das ‘gedankenlose” Reden sich
von einem anderen wohl auch manchmal durch das unter-
scheidet, was beim Reden im Redenden an Vorstellungen,
Empfindungen und anderem vor sich geht, dafd aber diese be-
gleitenden Vorgidnge nicht das ‘Denken’ ausmachen und ihr

Fehlen noch nicht die ‘Gedankenlosigkeit’.

Wenn man einen Beweis als Experiment auffafst, so ist das Re-
sultat des Experiments jedenfalls nicht das, was man das Resul-
tat des Beweises nennt. Das Resultat der Rechnung ist der Satz,
mit welchem sie abschliefst; das Resultat des Experiments ist:
dafs ich von diesen Sédtzen durch diese Regeln zu diesem Satz

gefithrt wurde.

Aber nicht daran haftet unser Interesse, daf3 die und die (oder
alle) Menschen von diesen Regeln so geleitet worden sind
(oder so gegangen sind); es gilt uns als selbstverstandlich, dafs
die Menschen — ‘wenn sie richtig denken kénnen” — so gehen.
Wir haben jetzt aber einen Weg erhalten, sozusagen durch die
Fufistapfen derer, die so gegangen sind. Und auf diesem Weg

geht nun der Verkehr vor sich — zu verschiedenen Zwecken.

Wenn wir sagen: “dieser Satz folgt aus jenem”, so ist hier
“folgen” wieder unzeitlich gebraucht. (Und das zeigt, daf8 die-

ser Satz nicht das Resultat eines Experiments ausspricht.)

Vergleiche damit: “Weif3 ist heller als Schwarz”. Auch dieser
Ausdruck ist unzeitlich und auch er spricht das Bestehen einer

internen Relation aus.
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“Diese Relation besteht aber eben” — mochte man sagen. Aber
die Frage ist: Hat dieser Satz einen Gebrauch - und welchen?
Denn einstweilen weifs ich nur, dafs mir dabei ein Bild vor-
schwebt (aber dies garantiert mir die Verwendung nicht) und
daf3 die Worte einen deutschen Satz geben. Aber es fillt Dir
auf, dafs die Worte hier anders gebraucht werden, als im alltag-
lichen Fall einer niitzlichen Aussage. (Wie etwa der Radmacher
bemerken kann, daff die Aussagen, die er gewohnlich iiber
Kreisformiges und Gerades macht, anderer Art sind, als die,
die im Euklid stehen.) Denn wir sagen: dieser Gegenstand ist
heller als jener, oder, die Farbe dieses Dings ist heller als die
Farbe jenes, und dann ist etwas jetzt heller und kann spéter
dunkler sein. Woher die Empfindung, “Weifs ist heller als
Schwarz” sage etwas iiber das Wesen der beiden Farben aus? —
Aber ist die Frage {iberhaupt richtig gestellt? Was meinen wir
denn mit dem “Wesen’ von Weifs oder Schwarz? Wir denken
etwa an ‘das Innere’, ‘die Konstitution’, aber das ergibt hier
doch keinen Sinn. Wir sagen etwas auch: “Es liegt in Weif3, daf3
es heller ist - - - -”. Ist es nicht so: das Bild eines schwarzen und

eines weiflen Flecks

dient uns zugleich als Paradigma dessen, was wir unter “heller”
und “dunkler” verstehen und als Paradigma fiir “weifs” und
fir “schwarz”. In so fern ‘liegt’ nun die Dunkelheit ‘im’
Schwarz, als sie beide von diesem Fleck dargestellt werden. Er
ist dunkel, dadurch daf$ er schwarz ist. — Aber richtiger gesagt: er
heifit “schwarz” und damit, in unserer Sprache, auch “dunkel”.
Jene Verbindung, eine Verbindung der Paradigmen und Na-
men ist in unsrer Sprache hergestellt. Und unser Satz ist unzeit-

lich, weil er nur die Verbindung der Worte “weifs”, “schwarz”
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und “heller” mit einem Paradigma ausspricht. Man kann Mif3-
verstandnisse vermeiden, dadurch dafl man erklart, es sei Un-
sinn, zu sagen: “die Farbe dieses Korpers ist heller, als die Farbe
jenes”, es miisse heifsen: “dieser Korper ist heller als jener”.
D.h., man schliefit jene Ausdrucksform aus unserer Sprache

aus.

Wir koénnten auch sagen: Wenn wir den Schlufigesetzen
(Schlufiregeln) folgen, so liegt in einem Folgen immer auch ein

Deuten.

“Aber wir folgern doch diesen Satz aus jenem, weil er tatsdch-
lich folgt! Wir tiberzeugen uns doch, daf3 er folgt.” Wir tiber-
zeugen uns, daf3, was hier steht, aus dem folgt, was dort steht.

Und dieser Satz ist zeitlich gebraucht.

Wie ist es aber, wenn ich mich davon iiberzeuge, dafs das

Schema dieser Striche | | | | |

(a

gleichzahlig ist dem Schema dieser Eckpunkte:

(b

(ich habe die Schemata absichtlich einprdgsam gemacht),

indem ich zuordne:
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(c

Nun, wovon iiberzeuge ich mich denn, wenn ich diese Figur

ansehe? Ich sehe einen Stern mit fadenférmigen Fortsédtzen. —

Aber ich kann von der Figur so Gebrauch machen: Fiinf Leute
stehen im Fiinfeck aufgestellt; an der Wand stehen Stdbe, wie
die Striche in (a); ich sehe auf die Figur (c) und sage: “ich kann
jedem der Leute einen Stab geben.” Ich konnte die Figur (c) als
schematisches Bild davon auffassen, daf8 ich fiinf Leuten je

einen Stab gebe.

Wenn ich ndmlich erst ein beliebiges Vieleck zeichne

und dann eine beliebige Reihe von Strichen
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so kann ich nun durch Zuordnung herausfinden, ob ich oben
soviele Ecken habe, wie unten Striche. (Ich weif3 nicht, was her-
auskommen wiirde.) Und so kann ich auch sagen, ich habe
mich durch das Ziehen der Projektionslinien davon tiberzeugt,
dafs am oberen Ende der Figur (c) soviele Striche stehen, wie
der Stern unten Ecken hat. (Zeitlich!) In dieser Auffassung
gleicht die Figur nicht einem mathematischen Beweise (so we-
nig, wie es ein mathematischer Beweis ist, wenn ich einer
Gruppe von Leuten einen Sack Apfel austeile und finde, daf
Jeder gerade einen Apfel kriegen kann). Ich kann die Figur (c)
aber als mathematischen Beweis auffassen. Geben wir den
Schemata (a) und (b) Namen! (a) heifle “Hand” H., (b) “Dru-
denfuf3”, D. Ich habe bewiesen, dafd H. soviel Striche hat, wie

D. Ecken. Und dieser Satz ist wieder unzeitlich.
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Der Beweis — kann ich sagen — ist eine Figur, an deren einem
Ende gewisse Sétze stehen und an deren anderm Ende ein Satz
stehe (den wir den ‘bewiesenen’ nennen). Man kann als Be-
schreibung so einer Figur sagen: in ihr folge der Satz - ---. aus
=+, Das ist eine Form der Beschreibung eines Musters, das
z.B. auch ein Ornament (Tapetenmuster) sein konnte. Ich kann
also sagen: “In dem Beweise, welcher auf jener Tafel steht, folgt
der Satz p aus q und r”, und das ist einfach eine Beschreibung
dessen, was dort zu sehen ist. Es ist aber nicht der mathemati-
sche Satz, dafd p aus q und r folgt. Dieser hat eine andere An-
wendung. Er sagt — so konnte man es ausdriicken — dafs es Sinn
hat, von einem Beweise (Muster) zu reden, in welchem p aus q
und r folgt. Wie man sagen kann, der Satz “weifs ist heller als
schwarz” sage aus, es habe Sinn, von zwei Gegenstdnden zu re-
den, von denen der hellere weifs, der andere schwarz sei, aber
nicht von zwei Gegenstdnden, von denen der hellere schwarz,

der andere weifs sei.

Denken wir uns, wir hitten das Paradigma fiir “heller” und
“dunkler” in Form eines weiflen und schwarzen Flecks gege-
ben, und nun leiten wir mit seiner Hilfe — sozusagen — ab: daf3
Rot dunkler ist als Weifs.

Der durch (c) bewiesene Satz dient nun als neue Vorschrift
zum Konstatieren der Gleichzahligkeit: Hat man eine Menge
von Gegenstdnden in Form der Hand angeordnet und eine an-
dere als die Ecken eines Drudenfufies, so sagen wir, die beiden

Mengen seien gleichzahlig.
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“Aber ist das nicht blofs, weil wir H. und D. schon einmal zuge-
ordnet haben und gesehen, daf sie gleichzahlig sind?” — Ja
aber, wenn sie es in einem Fall waren — wie weif$ ich, daf$ sie es
jetzt wieder sein werden? — “Weil es eben im Wesen der H. und
des D. liegt, daf3 sie gleichzahlig sind.” — Aber wie konntest Du
das durch die Zuordnung herausbringen? (Ich dachte, die Zah-
lung, oder Zuordnung ergibt nur, daff diese beiden Gruppen,
die ich jetzt vor mir habe, gleichzahlig — oder ungleichzahlig —
sind.) — “Aber wenn er nun eine H. Dinge hat und einen D.
Dinge und er ordnet sie nun tatsichlich einander zu, so ist es
doch nicht mdglich, das er etwas anderes erhdlt, als daf3 sie
gleichzahlig sind. — Und, daf8 es nicht moglich ist, das sehe ich
doch aus dem Beweis.” — Aber ist es denn nicht moglich? Wenn
er zB. - wie ein Anderer sagen konnte - eine der
Zuordnungslinien zu ziehen iibersicht. Aber ich gebe zu, daf3 er
in der ungeheuren Mehrzahl der Félle immer das gleiche Re-
sultat erhalten wird und, erhielte er es nicht, sich fiir irgendwie
gestort halten wiirde. Und wére es nicht so, so wiirde dem gan-
zen Beweis der Boden entzogen. Wir entscheiden uns ndmlich,
das Beweisbild statt einer Zuordnung der Gruppen zu
gebrauchen; wir ordnen sie nicht zu, sondern vergleichen statt
dessen die Gruppen mit denen des Beweises (in welchem aller-
dings zwei Gruppen einander zugeordnet sind.) (Wie wir uns

entscheiden- - - -.
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Ich konnte als Resultat des Beweises auch sagen: “Eine H. und

177

ein D. heifien ‘gleichzahlig’”. Oder: Der Beweis erforscht nicht
das Wesen der beiden Figuren, aber er spricht aus, was ich von
nun an zum Wesen der Figuren rechnen werde. — — Was zum
Wesen gehort, lege ich unter den Paradigmen der Sprache nie-

der.

Wenn ich sage “Dieser Satz folgt aus jenem”, so ist das die
Anerkennung einer Regel. Sie geschieht auf Grund des Bewei-
ses. D.h., ich lasse mir diese Kette (diese Figur) als Beweis gefal-
len. = — “Aber konnte ich denn anders? Muf ich mir sie nicht
gefallen lassen?” — Warum sagst Du, Du miifitest? Doch darum,
weil Du am Schlusse des Beweises etwa sagst: “Ja — ich muf3
diesen Schlufs anerkennen.” Aber das ist doch nur der Aus-
druck Deiner unbedingten Anerkennung. — D.h., glaube ich:
die Worte “Das mufS ich zugeben” werden in zweierlei Fillen ge-
braucht: wenn wir einen Beweis erhalten haben — aber auch in

Bezug auf den einzelnen Schritt selber des Beweises.

Und worin dufiert es sich denn, dafs der Beweis mich zwingt?
Doch darin, dafs ich so und so darauf vorgehe, dafs ich mich
weigere, einen anderen Weg zu gehen. Als letztes Argument,
gegen Einen, der so nicht gehen wollte, wiirde ich nur noch
sagen: “Ja siehst Du denn nicht - - - -.!” —und das ist doch kein

Argument.

“Aber, wenn Du recht hast, wie kommt es dann, daf3 sich alle
Menschen (oder doch alle normale Menschen) diese Figuren
als Beweise dieser Sétze gefallen lassen?” — Ja, es besteht eine

grofle — und interessante — Ubereinstimmung.
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Denk’ Dir, Du hittest eine Reihe von Kugeln vor Dir; Du nume-
rierst sie mit arabischen Ziffern und es geht von 1 bis 100; dann
machst Du nach je 10 einen grofiern Abstand; in jedem Reihen-
stiick von je 10 einen etwas kleineren Abstand in der Mitte,
zwischen 5 und 5 — so werden die 10 iibersichtlich; nun nimmst
Du die Zehnerstiicke und legst sie unter einander und machst
in der Mitte der Kolonne einen etwas grofseren Abstand, also
zwischen fiinf Reihen und fiinf Reihen; nun numerierst Du die
Reihen von 1 bis 10. Ich kann sagen, ich habe Eigenschaften der
hundert Kugeln entfaltet. — Nun aber denke Dir, dafs dieser
ganze Vorgang, dies Experiment mit den hundert Kugeln, ge-
filmt wurde. Ich sehe nun auf der Leinwand doch nicht ein Ex-
periment, denn das Bild eines Experiments ist doch nicht selbst
ein Experiment. — Aber das ‘mathematisch Wesentliche” sehe
ich nun auch in der Projektion! Denn es erscheinen da zuerst
100 Flecken, dann werden sie in Zehnerstiicke eingeteilt, usw.,
usw. Ich konnte also sagen: der Beweis dient mir nicht als

Experiment, wohl aber als Bild eines Experiments.
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Lege 2 Apfel auf die leere Tischplatte, schau daf8 niemand in
ihre Nahe kommt und der Tisch nicht erschiittert wird; nun
lege noch 2 Apfel auf die Tischplatte; nun zihle die Apfel, die
da liegen. Du hast ein Experiment gemacht; das Ergebnis der
Zahlung ist wahrscheinlich 4. (Wir wiirden das Ergebnis x so
darstellen: wenn man unter den und den Umstdnden erst 2
dann noch 2 Apfel auf einen Tisch legt, verschwindet zumeist
keiner, noch kommt einer dazu.) Und analoge Experimente
kann man, mit dem gleichen Ergebnis, mit allerlei festen Kor-
pern ausfithren. — So lernen ja die Kinder bei uns rechnen,
denn man 14t sie 3 Bohnen hinlegen und noch 3 Bohnen und
dann zdhlen, was da liegt. Kdme dabei einmal 5, einmal 7
heraus (weil, wie wir jetzt sagen wiirden, einmal von selbst eine
dazu, einmal eine weg kdme), so wiirden wir zunédchst Bohnen
als fiir den Rechenunterricht ungeeignet erkldren. Geschidhe
das Gleiche aber mit Stdben, Fingern, Strichen und den meisten
andern Dingen, so hitte das Rechnen damit ein Ende. “Aber
wdre dann nicht doch noch 2 + 2 = 2?” — Dieses Sdatzchen wére

damit unbrauchbar geworden. —

Wenn wir Geld in eine Lade legen und spiter finden wir es
nicht mehr dort, so sagen wir: “Von selbst ist es nicht ver-

schwunden.” Dies ist ein wichtiger Satz der Physik.

“Du brauchst ja nur auf die Figur
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zu sehen, um zu sehen, dafs 2 + 2 = 4 ist.” — Dann brauche ich

nur auf die Figur

&\

zu schauen, um zu sehen, dafs 2 + 2 + 2 = 4 ist.

Wir lehren jemand eine Methode, Niisse unter Leute zu vertei-
len; ein Teil dieser Methode ist das Multiplizieren zweier
Zahlen im Dezimalsystem. Wir lehren jemand ein Haus errich-
ten; dabei auch, wie er sich die geniigenden Mengen von Mate-
rial, etwa Brettern, anschaffen soll, hiezu eine Technik des
Rechnens. Die Technik des Rechnens ist ein Teil der Technik des
Hausbaues. Leute verkaufen und kaufen Scheitholz; die Stofse
werden mit einem Mafdstab gemessen, die Mafizahlen der Lan-
ge, Breite, Hohe multipliziert, und was dabei herauskommt, ist
die Zahl der Groschen, die sie zu fordern und zu geben haben.
Sie wissen nicht, ‘warum’ dies so geschieht, sondern sie ma-
chen es einfach so: so wird es gemacht. — Rechnen diese Leute

nicht?
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Wer so rechnet, mufs er einen ‘arithmetischen Satz” ausspre-
chen? Wir lehren freilich die Kinder das Einmaleins in Form
von Sitzchen, aber ist das wesentlich? Warum sollten sie nicht
einfach: rechnen lernen? Und wenn sie es konnen, haben sie
nicht Arithmetik gelernt?

Aber in welchem Verhiltnis steht dann die Begriindung eines

Rechenvorgangs zu der Rechnung selbst?

“Ja, ich verstehe, daf dieser Satz aus diesem folgt.” — Verstehe

ich, warum er folgt, oder verstehe ich nur, daff er folgt?

Wie, wenn ich gesagt hitte: Jene Leute zahlen fiir's Holz auf
Grund der Rechnung; sie lassen sich die Rechnung als Beweis
dafiir gefallen, dafs sie soviel zu zahlen haben. — Nun, es ist

einfach eine Beschreibung ihres Vorgehens (Benehmens).

Wer uns erinnert: “Die Kette der Griinde hat ein Ende”, stellt
den Ursprung der Kette mit ihrer Mitte zusammen, dafS wir
den Unterschied wahrnehmen ‘Schau das an — und schau das

an! Prig’ Dir diese beiden Formen ein!’

Die Logik — kann man sagen — zeigt, was wir unter “Satz” und

unter “Sprache” verstehen. —

Trenne die Gefiihle (Gebirden) der Ubereinstimmung, von

dem, was Du mit dem Beweise machst!
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Jene Leute — wiirden wir sagen — verkaufen das Holz nach dem
Kubikmaf3 — — aber haben sie darin recht? Wire es nicht richti-
ger, es nach dem Gewicht zu verkaufen — oder nach der Ar-
beitszeit des Fillens — oder nach der Miihe des Fillens, gemes-
sen am Alter und an der Stiarke des Holzféllers? Und warum
sollten sie es nicht fiir einen Preis hergeben, der von alledem
unabhéngig ist: jeder Kaufer zahlt ein und dasselbe, wieviel
immer er nimmt (man hat gefunden, daff man so leben kann).
Und ist etwas dagegen zu sagen, dafl man das Holz einfach

verschenkt?

Gut; aber wie, wenn sie das Holz in Stéfie von beliebigen, ver-
schiedenen Hohen schlichteten und es dann zu einem Preis
proportional der Grundflache der Stofle verkauften? Und wie,
wenn sie dies sogar mit den Worten begriindeten: “Ja, wer

mehr Holz kauft, muf$ auch mehr zahlen.”

Wie konnte ich ihnen nun zeigen, dafd — wie ich sagen wiirde —
der nicht wirklich mehr Holz kauft, der einen Stofs von grofie-
rer Grundfldache kauft? — Ich wiirde z.B. einen, nach ihren Be-
griffen, kleinen Stoff nehmen und ihn durch Umlegen der
Scheiter in einen ‘grofien” verwandeln. Das kdnnte sie iiberzeu-
gen — vielleicht aber wiirden sie sagen: “ja, jetzt ist es viel Holz
und kostet mehr” — und damit wére es Schlufs. - Wir wiirden in
diesem Falle wohl sagen: sie meinen mit “viel Holz” und “we-
nig Holz” einfach nicht das Gleiche, wie wir; und sie haben ein

ganz anderes System der Bezahlung als wir.
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Frege sagt im Vorwort der Grundgesetze der Arithmetik:
-+ -+ hier haben wir eine bisher unbekannte Art der Verriickt-
heit” — aber er hat nie angegeben, wie diese ‘Verriicktheit’

wirklich aussehen wiirde.

(Eine Gesellschaft, die so handelt, wiirde uns vielleicht an die

“Klugen Leute” in dem Mérchen erinnern.)

Worin besteht die Ubereinstimmung der Menschen beziiglich
der Anerkennung einer Struktur als der eines Beweises? Darin.
dafs sie Worte als Sprache gebrauchen? Als das, was wir “Spra-
che” nennen. Denke Dir Menschen, die Geld im Verkehr ge-
brauchten, ndmlich Miinzen, die so aussehen wie unsere Mun-
zen, aus Gold oder Silber sind und geprégt; und sie geben sie
auch fiir Waren her — — aber jeder gibt fiir die Waren, was ihm
gerade gefdllt und der Kaufmann gibt dem Kunden nicht mehr,
oder weniger, je nachdem er bezahlt; kurz, dies Geld, oder was
so aussieht, spielt bei ihnen eine ganz andere Rolle als bei uns.
Wir wiirden uns diesen Leuten viel weniger verwandt fiihlen,
als solchen, die noch gar kein Geld kennen und eine primitive
Art des Tauschhandels treiben. — “Aber die Miinzen dieser Leu-
te werden doch auch einen Zweck haben!” — Hat denn alles,
was man tut, einen Zweck? Etwa religiose Handlungen —. Es ist
schon moglich, daff wir geneigt wéaren, Menschen, die sich so
benehmen, Verriickte zu nennen. Aber doch nennen wir nicht
alle die Verriickte, die in den Formen unserer Kultur dhnlich
handeln, Worte ‘zwecklos’” verwenden. (Denke an die Krénung

eines Konigs!)
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Zum Beweis gehort Ubersichtlichkeit. Ware der Prozef, durch
den ich das Resultat erhalte, uniibersehbar, so konnte ich zwar
das Ergebnis, dafy diese Zahl herauskommt, vermerken — wel-
che Tatsache aber soll es mir bestdtigen? ich weifs nicht: ‘was

herauskommen soll’.

Aber ist es denn unméglich, dafs ich mich in der Rechnung ge-
irrt habe? Und wie, wenn mich ein Teufelchen irrt, so daf ich
irgend etwas immer wieder {iibersehe, so oft ich auch, Schritt
fiir Schritt nachrechne. Sodafs, wenn ich aus der Verhexung er-
wachte, ich sagen wiirde: “ja, war ich denn blind!” — Aber wel-
chen Unterschied macht es, wenn ich dies ‘annehme’? Ich
konnte dann sagen: “Ja ja, die Rechnung ist gewif3 falsch — aber
so rechne ich. Und das nenne ich nun addieren, und diese Zahl

die Summe dieser beiden.”

Denke, jemand wiirde so behext, dafs er rechnete:

33 3 3 2
CNCN N \A

LT
23456780910
also4x3+2=10
Nun soll er seine Rechnung anwenden. Er nimmt viermal 3
Niisse und noch 2, und verteilt sie unter 10 Leute; und jeder er-
hélt eine Nuf: denn er teilt sie, den Bogen der Rechnung ent-

sprechend, aus und so oft er Einem eine zweite Nuf gibt, ist sie

verschwunden.
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Man konnte auch sagen; Du schreitest in dem Beweis von Satz
zu Satz; aber last Du Dir denn auch eine Kontrolle dafiir gefal-
len, dafi Du richtig gegangen bist? — Oder sagst Du blof3, “Es
muy$ stimmen” und mifst alles andere mit dem Satz, den Du er-
haltst?

Denn, wenn es so ist, dann schreitest Du nur von Bild zu Bild.

Es konnte praktisch sein, mit einem Mafistab zu messen, der
die Eigenschaft hat, sich auf etwa die Halfte seiner Lange zu-
sammen zu ziehen, wenn er aus diesem Raum in jenen ge-
bracht wird. Eine Eigenschaft, die ihn unter andern Verhaltnis-
sen zum Mafistab untauglich machen wiirde. Es konnte prak-
tisch sein, beim Abzdhlen einer Menge, unter gewissen Um-

standen, Ziffern auszulassen; sie abzuzihlen: 1, 2, 4,5, 7, 8, 10.

Wovon iiberzeuge ich Einen, der jene Abbildung im Film des
Versuchs mit den hundert Kugeln verfolgt? Man konnte sagen:
davon, daf3 sich dies so zugetragen hat. — Aber das wére keine
mathematische Uberzeugung. — — Aber kann ich denn nicht sa-
gen: ich prige ihm einen Vorgang ein? Dieser Vorgang ist die Um-
gruppierung einer Reihe von 100 Dingen in 10 Reihen zu 10.
Und dieser Vorgang ist tatsichlich immer wieder leicht durch-

zufiihren. Und davon kann er mit Recht tiberzeugt sein.
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Und so préagt der Beweis durch Ziehen der Projektionslinien
einen Vorgang ein, den der eins-zu-eins Zuordnung der H. und
des D.— “Aber iiberzeugt er mich nicht auch davon, daf§ diese
Zuordnung mdglich ist?” — Wenn das heifien soll: dafl Du sie
immer ausfithren kannst —, so mufs das durchaus nicht wahr
sein. Aber das Ziehen der Projektionslinien tiberzeugt uns da-
von, daf$ oben soviele Striche sind, wie unten Ecken; und es
liefert eine Vorlage, um danach solche Figuren einander zuzu-
ordnen. — “Aber zeigt die Vorlage dadurch nicht, dafy es geht?
Im dem Sinne, in welchem es nicht ginge, wenn oben statt | |

| | | die Figur | | | | | | stinde?” — Wieso? geht es

denn da nicht? So z.B.:

“So hab’ ich’s nicht gemeint!” — Dann zeig’ mir, wie Du’s
meinst, und ich werde es machen. Aber kann ich denn nicht
sagen, die Figur zeige, wie eine solche Zuordnung moglich ist —

und mufs sie darum nicht auch zeigen, dafs sie moglich ist? —
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Was war denn damals der Sinn davon, dafl wir vorschlugen,
den Formen der 5 parallelen Striche und des Fiinfecksterns
Namen beizulegen? Was ist damit geschehen, dafi sie Namen
erhalten haben? Es wird dadurch etwas iiber die Art des Ge-
brauchs dieser Figuren angedeutet. Namlich — dafy man sie auf
einen Blick als die und die erkennt; man zihlt dazu nicht ihre
Striche oder Ecken; sie sind fiir uns Gestalttypen, wie Messer
und Gabel, die Buchstaben und Ziffern. Ich kann also auf den
Befehl: “Zeichne eine H.” (z.B.) diese Form unmittelbar wie-
dergeben. — Nun lehrt mich der Beweis eine Zuordnung der
beiden Formen. (Ich mochte sagen, es seien in dem Beweis
nicht blofs diese individuellen Figuren zugeordnet, sondern die
Formen selbst; aber das heifst doch nur, daf$ ich mir jene Formen
gut einprdge. ) Kann ich nun, wenn ich die Formen H. und D.
einander so zuordnen will, nicht in Schwierigkeiten geraten —
indem etwa eine Ecke unten zuviel, oder oben ein Strich zuviel
ist? — “Aber doch nicht, wenn Du wirklich wieder H. und D. ge-
zeichnet hast! — Und das laft sich ja beweisen; sieh diese Figur

an!”
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— Diese Figur lehrt mich eine neue Art der Kontrolle dafiir, daf3
ich wirklich die gleichen Figuren hingezeichnet habe; aber
kann ich, wenn ich mich nun nach dieser Vorlage richten will,
nicht dennoch in Schwierigkeiten geraten? Ich sage aber, ich
bin sicher, dafs ich normalerweise in keine Schwierigkeiten

kommen werde.

Es gibt ein Geduldspiel, das darin besteht, eine bestimmte
Figur, z.B. ein Rechteck aus gegebenen Stiicken zusammenzu-
setzen. Die Teilung der Figur ist eine solche, dafs es uns schwer
wird, die richtige Zusammenstellung der Teile zu finden. Sie

sei etwa diese

Was findet der, dem die Zusammensetzung gelingt? — Er findet:
eine Lage — an welche er friiher nicht gedacht hat. — Gut; aber
kann man also nicht sagen: er iiberzeugt sich davon, daff man
diese Dreiecke so zusammensetzen kann? — Aber diese Dreie-
cke: sind es die, welche oben das Rechteck bilden, oder Dreie-

cke, die erst so zusammengesetzt werden sollen?
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Wer sagt: “Ich hitte nicht geglaubt, daff man diese Figuren so
zusammensetzen kann”, dem kann man doch nicht, auf das zu-
sammengesetzte Geduldspiel zeigend, sagen: “So, Du hast
nicht geglaubt, dafs man die Stiicke so zusammensetzen kann?”
— Er wiirde antworten: “Ich meine, ich habe an diese Art der

Zusammensetzung garnicht gedacht.”

Denken wir uns die physikalischen Eigenschaften der Teile des
Geduldspiels so, dafs sie in die gesuchte Lage nicht kommen
konnen. Aber nicht, dafl man einen Widerstand empfindet,
wenn man sie in diese Lage bringen will, sondern man macht
einfach alle andern Versuche, nur den nicht, und die Stiicke
kommen auch durch Zufall nicht in diese Lage. Es ist gleich-
sam diese Lage aus dem Raum ausgeschlossen. Als wére hier
ein ‘blinder Fleck’, etwa in unserem Gehirn. — Und ist es denn
nicht so, wenn ich glaube, alle mdglichen Stellungen versucht zu
haben und an dieser, wie durch Verhexung, immer vorbeige-
gangen bin. Kann man nicht sagen: die Figur, die uns die Lo-
sung zeigt, beseitigt eine Blindheit; oder auch, sie &ndert Deine
Geometrie? Sie zeigt Dir gleichsam eine neue Dimension des
Raumes. (Wie wenn man einer Fliege den Weg aus dem

Fliegenglas zeigte.)

Ein Wesen hat diese Lage mit einem Bann umzogen und aus

unserm Raum ausgeschlossen.

Die neue Lage ist wie aus dem Nichts entstanden. Dort, wo

frither nichts war, dort ist jetzt auf einmal etwas.
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Inwiefern hat Dich denn die Losung davon tiberzeugt, daff man
dies und dies kann? — Du konntest es ja frither nicht — und jetzt

kannst Du es etwa. —
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Es schien zuerst, als sollten diese Uberlegungen zeigen, daf3,
‘was ein logischer Zwang zu sein scheint, in Wirklichkeit nur
ein psychologischer ist” — und da fragte es sich doch: kenne ich
also beide Arten des Zwanges?! — Denke Dir, es wiirde der
Ausdruck gebraucht: “Das Gesetz § - - - -. bestraft den Morder
mit dem Tode.” Das konnte doch nur heifien, dieses Gesetz lau-
te: u.s.w. Jene Form des Ausdrucks aber konnte sich uns auf-
dréngen, weil das Gesetz Mittel ist, wenn der Schuldige der Be-
strafung zugefiihrt wird. — Nun reden wir von ‘Unerbittlichkeit’
bei denen, die jemand bestrafen. Da konnte es uns einfallen, zu
sagen: das Gesetz ist unerbittlich: die Menschen konnen den
Schuldigen laufen lassen, das Gesetz richtet ihn hin. (Ja auch:
“das Gesetz richtet ihn immer hin”.) — Wozu ist so eine Aus-
drucksform zu gebrauchen? — Zunichst sagt dieser Satz ja nur,
im Gesetz stehe das und das, und die Menschen richten sich
manchmal nicht danach. Dann aber zeigt er doch das Bild des
einen unerbittlichen — und vieler laxer Richter. Er dient darum
als Ausdruck des Respekts vor dem Gesetz. Endlich aber kann
man die Ausdrucksform auch so gebrauchen, dafs man ein Ge-
setz “unerbittlich’ nennt, wenn es eine Moglichkeit der Begna-
digung nicht vorsieht, und im entgegengesetzten Fall etwa “ein-
sichtig’. Wir reden nun von der ‘Unerbittlichkeit’” der Logik;
und denken uns die logischen Gesetze unerbittlich, unerbittli-
cher noch, als die Naturgesetze. Wir machen nun darauf auf-
merksam, wie das Wort “unerbittlich” auf mehrerlei Weise an-
gewendet wird. Es entsprechen unsern logischen Gesetzen sehr
allgemeine Tatsachen der tdglichen Erfahrung. Es sind die, die
es uns moglich machen, jene Gesetze immer wieder auf einfa-

che Weise (mit Tinte auf Papier z.B.) zu demonstrieren. Sie
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sind zu vergleichen mit jenen Tatsachen, welche die Messung
mit dem MetermafS leicht ausfiithrbar und niitzlich machen.
Das legt den Gebrauch gerade dieser Schlufigesetze nahe, und
nun sind wir unerbittlich in der Anwendung dieser Gesetze.
Weil wir ‘messen’; und es gehort zum Messen, daf3 Alle das glei-
che Maf$ haben. Aulerdem aber kann man unerbittliche, d.h.
eindeutige, von nichteindeutigen Schlufsregeln unterscheiden,

ich meine von solchen, die uns eine Alternative freistellen.

Ich sagte, ‘ich lasse mir das und das als Beweis eines Satzes
gefallen” — aber kann ich mir die Figur, die die Stiicke des
Geduldspiels zusammengefiigt zeigt, nicht als Beweis dafiir ge-
fallen lassen, dafl man jene Stiicke zu diesem Umrif3

zusammensetzen kann?

Aber denk nun, eines der Stiicke liege so, dafs es das Spiegelbild
des entsprechenden Teils der Vorlage ist. Er will nun die Figur
nach der Vorlage zusammensetzen, sieht, es mufi gehen,
kommt aber nicht auf den Einfall, das Stiick umzuwenden und

findet, dafS ihm das Zusammensetzen nicht gelingt.
[— (Insertion from p. 241 etc.) |

Man kann ein Rechteck aus zwei Parallelogrammen und zwei

Dreiecken zusammensetzen. Beweis:
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/

Ein Kind wiirde die Zusammensetzung eines Rechtecks aus
diesen Bestandteilen schwer treffen und davon {iberrascht sein,
dafs zwei Seiten der Parallelogramme in eine gerade Linie fal-
len, wo doch die Parallelogramme schief sind. — Es konnte ihm
vorkommen, dafs das Rechteck gleichsam durch Zauberei aus
diesen Figuren wird. Ja, es mufs zugeben, dafl sie nun ein
Rechteck bilden, aber durch einen Trick, durch eine vertrackte
Stellung, auf unnatiirliche Weise. Ich kann mir denken, dafs das
Kind, wenn es die beiden Parallelogramme in der Weise zusam-
mengelegt hat, seinen Augen nicht traut, wenn es sieht, dafs sie
so zusammenpassen. ‘Sie sehen nicht aus als ob sie so
zusammenpafiten.” Und ich kénnte mir denken, dafs man sagte:
Es erscheint uns nur durch ein Blendwerk, als gédben sie das
Rechteck — in Wirklichkeit haben sie ihre Natur verandert, sie

sind nicht mehr die Parallelogramme.
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Aber kann ich den Satz der Geometrie nicht auch ohne Beweis
glauben, z.B. auf die Versicherung eines Andern hin? — Und
was verliert der Satz, wenn er seinen Beweis verliert? — Ich soll
hier wohl fragen: “Was kann ich mit ihm anfangen?”, denn dar-
auf kommt es an. Den Satz auf die Versicherung des Andern
annehmen — wie zeigt sich das? Ich kann ihn z.B. in weiteren Re-
chenoperationen verwenden, oder ich verwende ihn bei der Be-
urteilung eines physikalischen Sachverhalts. Versichert mich
jemand z.B., 13 mal 13 sei 396, und ich glaube ihm, so werde
ich mich nun wundern, daf ich 396 Niisse nicht in 13 Reihen zu
je 13 Niissen legen kann und vielleicht annehmen, die Niisse
hétten sich von selbst vermehrt. Aber ich fiithle mich versucht
zu sagen: man konne nicht glauben, daf 13 x 13 = 396 ist, man
konne diese Zahl nur mechanisch vom Andern annehmen. Aber
warum soll ich nicht sagen, ich glaube es? Ist denn, es glauben,
ein geheimnisvoller Akt, der sozusagen unterirdisch mit der
richtigen Rechnung in Verbindung steht? Ich kann doch jeden-
falls sagen: “ich glaube es”, und nun danach handeln. Man
mochte fragen: “Was tut der, der glaubt, dafs 13 x 13 = 396 ist?”
Und die Antwort kann sein: Nun, das wird davon abhdngen, ob
er z.B. die Rechnung selber gemacht und sich dabei verschrie-
ben hat, — oder ob sie zwar ein Andrer gemacht hat, er aber
doch weif}, wie man so eine Rechnung macht, — oder ob er
nicht multiplizieren kann, aber weif3, dafs das Produkt die Zahl
der Leute ist, die in 13 Reihen zu je 13 stehen, — kurz davon,
was er denn mit der Gleichung 13 x 13 = 396 anfangen kann.

Denn, sie priifen, ist etwas mit ihr anzufangen.
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Denkt man ndmlich an die arithmetische Gleichung als den
Ausdruck einer internen Relation, so mochte man sagen: “Er
kann ja garnicht glauben, dafs 13 x 13 dies ergibt, weil das ja
keine Multiplikation von 13 mit 13, oder kein Ergeben ist, wenn
396 am Ende steht.” Das heifit aber, daff man das Wort “glau-
ben” fiir den Fall einer Rechnung und ihres Resultats nicht an-
wenden will, — oder nur dann, wenn man die richtige

Rechnung vor sich hat.

“Was glaubt der, der glaubt 13 x 13 ist 396?” — Wie tief dringt er
— kénnte man sagen, mit seinem Glauben in das Verhiltnis die-
ser Zahlen ein? Denn bis zum Ende — will man sagen — kann er
nicht dringen, — oder er konnte es nicht glauben. Aber wann
dringt er in die Verhiltnisse der Zahlen ein? Gerade wahrend
er sagt, daf$ er glaubt ------ ? Darauf wirst Du nicht bestehen —
denn es ist leicht zu sehen, dafs dieser Schein nur durch die
Oberflichenform unsrer Grammatik (wie man es nennen

konnte) erzeugt wurde.

Denn ich will sagen: “Man kann nur sehen, dafd 13 x 13 = 369
ist, und man kann auch das nicht glauben. Und man kann -
mehr oder weniger blind — eine Regel annehmen.” Und was tue
ich, wenn ich dies sage? Ich mache einen Schnitt; zwischen der
Rechnung mit ihrem Resultat (d.i. einem bestimmten Bild, einer

bestimmten Vorlage) und einen Versuch mit seinem Ergebnis.
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Ich mochte sagen: “Wenn ich glaube, dafs x x y = z ist — und es
kommt ja vor, daf$ ich so etwas glaube, sage, dafs ich es glaube —
so glaube ich nicht den mathematischen Satz, denn der steht
am Ende eines Beweises, ist das Ende eines Beweises; sondern
ich glaube: daf$ dies die Formel ist, die dort und dort steht, die
ich so und so erhalten werde u. dergl.” — Und dies klingt ja, als
drénge ich in den Vorgang des Glaubens eines solchen Satzes
ein. Wiahrend ich nur - in ungeschickter Weise — auf den funda-
mentalen Unterschied bei scheinbarer Ahnlichkeit der Rollen
deute - eines arithmetischen Satzes und eines
Erfahrungssatzes. Denn ich sage eben unter gewissen Umstan-
den: “ich glaube daf$ x x y = z ist”. Was meine ich damit? — Was
ich sage! — — Wohl aber ist die Frage interessant: unter was fiir
Umstdnden sage ich dies, und wie sind sie charakterisiert im
Gegensatz zu denen einer Aussage: “ich glaube, es wird reg-
nen”? Denn was uns beschiftigt, ist ja dieser Gegensatz. Wir
verlangen danach, ein Bild zu erhalten von der Verwendung
der mathematischen Sdtze und der Sdtze “ich glaube, dafd

+-.”, wo ein mathematischer Satz der Gegenstand des

Glaubens ist.

“Du glaubst doch nicht den mathematischen Satz. - Das heifst:
“mathematischer Satz” bezeichnet mir eine Rolle fiir den Satz,
eine Funktion, in der ein Glauben nicht vorkommt. Vergleiche:
“Wenn du sagst: “ich glaube, dafs das Rochieren so und so ge-
schieht’, so glaubst Du nicht die Schachregel, sondern Du
glaubst etwa, dafs so eine Regel des Schach lautet.”
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“Man kann nicht glauben, die Multiplikation 13 x 13 liefere 369,
weil das Resultat zur Rechnung gehort.” — Was nenne ich “die
Multiplikation 13 x 13”? Nur das richtige Multiplikationsbild,
an dessen unterem Ende 369 steht? oder auch eine ‘falsche
Multiplikation’? Wie ist festgelegt, welches Bild die Multiplika-
tion 13 x 13 ist? — Ist es nicht durch die Multiplikationsregeln
bestimmt? — Aber wie, wenn Dir mit Hilfe dieser Regeln heute
etwas anderes herauskommt, als was in allen Rechenbtichern
steht? Ist das nicht moglich? — “Nicht, wenn Du die Regeln
anwendest, wie sie!” — Freilich nicht! aber das ist ja ein Pleonas-
mus. Und wo steht, wie sie anzuwenden sind — und wenn es
wo steht: wo steht, wie dies anzuwenden ist? Und das heifst
nicht nur: in welchem Buch steht es, sondern auch, in welchem
Kopf? — Was ist also die Multiplikation 13 x 13 — oder, wonach
soll ich mich beim Multiplizieren richten: nach den Regeln,
oder nach der Multiplikation, die in den Rechenbiichern steht —
— wenn diese beiden ndmlich nicht tibereinstimmen? — Nun, es
kommt tatsdchlich nie vor, dafs der, welcher rechnen gelernt
hat, bei dieser Multiplikation hartnédckig etwas anderes heraus-
bringt, als was in den Rechenbiichern steht. Sollte es aber ge-
schehen; so wiirden wir ihn fiir abnorm erkldren, und von

seiner Rechnung weiter keine Notiz nehmen.

“Du gibst das zu — dann mufit Du das zugeben.” — Er muf§ es zu-
geben — und dabei ist es moglich, dafs er es nicht zugibt! Du
willst sagen, “Wenn er denkt mufs er es zugeben”. “Ich werde
Dir zeigen, warum Du es zugeben mufit. —” Ich werde Dir
einen Fall vor Augen fithren, welcher, wenn Du ihn bedenkst,

Dich bestimmen wird, so zu urteilen.
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Wie konnen ihn denn die Manipulationen des Beweises dazu

bringen, etwas zuzugeben?

“Du wirst doch zugeben, daf8 5 aus 3 und 2 besteht!”
N\

Ich will es nur zugeben, wenn ich damit nichts zugebe. AufSer —

daf3 ich dieses Bild verwenden will.

Man konnte z.B. die Figur

AN

als Beweis dafiir nehmen, dafs 100 Parallelogramme, so zusam-
mengesetzt, einen geraden Streifen geben miissen. Wenn man
dann wirklich 100 zusammenfiigt, erhédlt man nun etwa einen
schwach gebogenen Streifen. — Der Beweis aber hat uns be-
stimmt, das Bild und die Ausdrucksweise zu gebrauchen:
Wenn sie keinen geraden Streifen geben, waren sie ungenau

hergestellt.
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Denke nur, wie kann mich das Bild, das Du mir zeigst (oder
der Vorgang) dazu verpflichten, nun so und so immer zu urtei-
len! Ja, liegt hier ein Experiment vor, so ist eines ja doch zu we-

nig, mich zu irgendeinem Urteil zu verbinden.

Der Beweisende sagt: “Schau diese Figur an! Was wollen wir
dazu sagen? Nicht, dafs ein Rechteck aus - - - -. besteht? - Oder
auch: “Das nennst Du doch ‘Parallelogramme’ und das
‘Dreiecke’ und so sieht es doch aus, wenn eine Figur aus

andern besteht. —”

“Ja, Du hast mich {iberzeugt: ein Rechteck besteht immer aus

-+.” — Wiirde ich auch sagen: “Ja Du hast mich tiberzeugt:
dieses Rechteck (das des Beweises) besteht aus - ---.”? Und
dies wére ja doch der bescheidenere Satz; den auch der zuge-
ben sollte, der etwa den allgemeinen Satz noch nicht zugibt.
Seltsamerweise aber scheint der, der das zugibt, nicht den be-
scheideneren geometrischen Satz zuzugeben, sondern gar kei-
nen Satz der Geometrie. Freilich, — denn beztiglich des Recht-
ecks des Beweises hat er mich ja von nichts iiberzeugt. (Uber
diese Figur, wenn ich sie frither gesehen hitte, wére ich ja in
keinem Zweifel gewesen.) Ich habe aus freien Stiicken, was
diese Figur anbelangt, alles zugestanden. Und er hat mich nur
mittels ihrer iiberzeugt. — Aber anderseits, wenn er mich nicht
einmal beziiglich dieses Rechtecks von etwas iiberzeugt hat, wie

dann erst von einer Eigenschaft andrer Rechtecke?
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Wenn ich ein Rechteck als auf diese Weise zusammengefiigt
sehe, so vergleiche ich dies dem Fall: meine Blicke dringen in
das Innere und sehen dort diese Zusammensetzung. Man kann
ja auch sagen: “Ich konnte es nicht so zusammengesetzt sehen,

wenn es nicht so zusammengesetzt wére.”

“Ich habe nicht gewufst, dafl die Rechtecksform aus diesen
Formen besteht.” Es ist, als ware die Form aus diesem Formen

gemacht, geschweifst.

“Ich wufste nicht, daf$ die Form aus diesen Formen besteht.” —
So hat’s Dich das Bild gelehrt.

Du hast etwas Neues gesehen — und willst sagen, Du habest ge-

sehen, daf3 das Alte so und so zusammengesetzt ist.

Du vergleichst also Dein Erstaunen dem: Du siehst ein rechte-
ckiges Brett und findest, dafs es auf diese seltsame Weise

zusammengesetzt ist.

“Ja, die Form sieht nicht so aus, als kénne sie aus zwei wind-
schiefen Teilen bestehen.” Was tiberrascht Dich? Doch nicht,
dafd Du jetzt diese Figur vor Dir siehst! Mich tiberrascht etwas
in dieser Figur. — Aber in dieser Figur geht ja nichts vor! Mich
tiberrascht die Zusammenstellung des Schiefen mit dem

Graden. Mir wird, gleichsam, schwindlig.
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Ich sehe ein Bild und umgebe es in der Vorstellung hartnéckig
mit einem Vorgang, von welchem ich meine Ausdrucksformen
hernehme. Ich habe ein geteiltes Rechteck vor mir; ich gebe vor,
ich habe es aus diesen Teilen zusammengesetzt und sei durch
das Ergebnis {iberrascht. Ich gebe vor, ich sei davon iiberzeugt
worden, dafs Teile — die nicht danach ausgesehen haben — sich

zu dieser Figur zusammenfiigen.

Ich sage aber doch wirklich: “Ich habe mich tiberzeugt, dafd
man die Figur aus diesen Teilen legen kann”, wenn ich ndmlich
etwa die Abbildung der Losung des Geduldspiels gesehen
habe. Wenn ich nun Einem das sage, so soll es doch heifsen:
“Versuch nur! diese Stiicke, richtig gelegt, geben wirklich die
Figur.” Ich will ihn aufmuntern etwas zu tun und sage ihm
einen Erfolg voraus. Und die Vorhersage beruht auf der Leich-
tigkeit, mit der man die Figur aus den Stiicken zusammenset-

zen kann, sobald man weif3 wie.

Du sagst, Du bist erstaunt tiber das, was Dir der Beweis zeigt.
Aber bist Du erstaunt dartiber, daf$ sich diese Striche haben
ziehen lassen? Nein. Du bist erstaunt nur, wenn Du Dir sagst,
daf3 zwei solche Stiicke diese Form geben. Wenn Du Dich also in
die Situation hineindenkst, Du habest Dir etwas anderes

erwartet und nun sédhest Du das Ergebnis.

“Aus dem folgt unerbittlich das.” Ja, in dieser Demonstration
geht es aus ihm hervor. Und eine Demonstration ist dies fiir
den, der sie als Demonstration anerkennt. Wer sie nicht aner-
kennt, wer ihr nicht als Demonstration folgt, der trennt sich

von uns, noch ehe es zu der Sprache kommt.
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Hier haben wir etwas, was unerbittlich ausschaut. Und
doch: ‘unerbittlich” kann es nur in seinen Folgen sein! Denn
sonst ist es nur ein Bild. Worin besteht denn die Fernwirkung —

wie man’s nennen konnte — dieses Diagramms.

Ich habe einen Beweis gelesen — nun bin ich tiberzeugt. — Wie
wenn ich diese Uberzeugtheit sofort vergdfie! Denn es ist ein
eigentiimliches Vorgehen: dafs ich den Beweis durchlaufe und
dann sein Ergebnis annehme. — — Ich meine: so machen wir es
eben. Das ist so bei uns der Brauch, oder eine Tatsache unserer

Naturgeschichte.

‘Wenn ich fiinf habe, so habe ich drei, und zwei.” — — Aber woher
weif3 ich, dafd ich fiinf habe? — Nun, wennesso | | | | |

ausschaut. — Und ist es auch gewifs, dafs, wenn es so ausschaut,
ich es immer in solche Gruppen zerlegen kann? Es ist Tatsache,
dafd wir das folgende Spiel spielen konnen: Ich lehre Einen, wie
eine Zweier-, Dreier-, Vierer-, Flinfergruppe aussieht, und ich
lehre ihn, Striche einander eins-zu-eins zuzuordnen; dann lasse
ich ihn immer je zweimal den Befehl ausfiihren: ‘Zeichne eine
Finfergruppe” — und dann den Befehl: “Ordne die beiden
Gruppen einander zu”; da zeigt es sich, daf3 er, so gut wie im-
mer, die Striche restlos einander zuordnet. Oder auch: es ist
Tatsache, dafs ich bei eins-zu-eins Zuordnung dessen, was ich
als Fiinfergruppen hinzeichne, so gut wie nie in

Schwierigkeiten komme.
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Ich soll das Geduldspiel zusammenlegen, ich versuche hin und
her, bin zweifelhaft, ob ich es zusammenbringen werde. Nun
zeigt mir jemand das Bild der Lésung: Nun sage ich — ohne ir-
gendeinen Zweifel — “jetzt kann ich’s!” — Ist es denn sicher, daf3
ich es nun zusammenbringen werde? — Aber die Tatsache ist:
ich zweifle nicht daran. Wenn nun jemand fragte: “Worin be-
steht die Fernwirkung jenes Bildes?” — darin daf$ ich es anwen-
de.

Ich schrieb einmal, es sei keine Erfahrungstatsache: dafs die Tan-
gente einer visuellen Kurve ein Stiick mit dieser gemeinsam
lauft; und wenn dies eine Figur zeige, so nicht als das Resultat

eines Experiments.

Man konnte auch sagen: Du siehst hier, dafs Stiicke einer konti-
nuierlichen visuellen Kurve gerade sind. — Aber sollte ich nicht
sagen: — “Das nennst Du doch eine ‘Kurve’. — Und nennst Du
dieses Stiickchen nun ‘krumm’” oder ‘gerade’? — Das nennst Du
doch eine ‘Gerade’, und sie enthilt dieses Stiick.” Aber warum
sollte man nicht fiir visuelle Strecken einer Kurve, die allein
keine Krimmung zeigen, einen neuen Namen gebrauchen?

“Das Experiment des Ziehens dieser Linien hat doch gezeigt,
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daf sie sich nicht in einem Punkt berithren.” — Dafs sie sich nicht
in einem Punkt beriihren? Wie sind “sie” definiert? Oder: kannst
Du mir ein Bild davon zeigen, wie es ist, wenn sie sich ‘in
einem Punkt bertihren’? Denn warum soll ich nicht einfach sa-
gen: das Experiment hat ergeben, dafi sie — ndmlich eine
krumme und eine gerade Linie — einander beriihren? Denn ist

dies nicht, was ich “Beriihrung” solcher Linien nenne?

Zeichnen wir einen Kreis aus schwarzen und weifien Stiicken,

die kleiner und kleiner werden.

“Welches dieser Stiicke — von links nach rechts — erscheint Dir

schon als gerade?” Dies ist ein Experiment.

Wie, wenn jemand sagte: “Die Erfahrung lehrt Dich, daf$ diese

Linie

krumm ist”? — Da wire zu sagen, dafs hier die Worte “diese
Linie”, den auf dem Papier gezogenen Strich bedeuten. Man
kann ja tatsdchlich den Versuch anstellen und diesen Strich ver-

schiedenen Menschen zeigen, und fragen: “was siehst Du; eine
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gerade, oder eine krumme Linie?” — Wenn aber jemand sagte:
“Ich stelle mir jetzt eine krumme Linie vor”, und wir ihm dar-
auf sagen: “Da siehst Du also, daf3 diese Linie eine krumme ist”
— was fiir einen Sinn hétte das? Nun kann man aber auch sa-
gen: “Ich stelle mir einen Kreis vor aus schwarzen und weifsen
Stiicken, eines ist grofs, gekriimmt, die folgenden werden im-
mer kleiner, das sechste ist schon gerade.” Wo liegt hier das
Experiment? In der Vorstellung kann ich rechnen, aber nicht

experimentieren.

In einer Demonstration einigen wir uns mit jemand. Einigen wir
uns in ihr nicht, so trennen sich unsere Wege, ehe es zu einem
Verkehr mittels dieser Sprache kommt. Es ist ja nicht wesent-
lich, dafs der Eine den Andern mit der Demonstration iiberre-

de. Es konnen ja beide sie sehen (lesen), und anerkennen.

“Du siehst doch — es kann doch keinem Zweifel unterliegen,

dafs eine Gruppe wie A wesentlich aus einer wie

B und einer wie C besteht!” — Ich sage auch — d.h., ich driicke
mich auch so aus — dafd die Gruppe, die Du hingezeichnet hast,
aus den beiden kleineren besteht; aber ich weifs nicht, ob jede

Gruppe, die ich eine von der Art (oder Gestalt) der ersten
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nennen wiirde, unbedingt aus zwei Gruppen von der Art jener
kleineren zusammengesetzt sein wird. — — Ich glaube aber, es
wird wohl immer so sein (meine Erfahrung hat mich dies viel-
leicht gelehrt) und darum will ich als Regel annehmen: Ich will
eine Gruppe dann, und nur dann, eine von der Gestalt A nen-
nen, wenn sie in zwei Gruppen wie B und C zerlegt werden

kann.

Und so wirkt auch die Zeichnung [ — 282] als Beweis. “Ja wahr-
haftig! zwei Parallelogramme stellen sich zu dieser Form zu-
sammen!” (Das ist sehr dhnlich, wie wenn ich sagte: “Ja wirk-
lich! eine Kurve kann aus graden Stiicken bestehen.”) — Ich
hitte es nicht gedacht. Ja — nicht, daff die Teile dieser Figur
diese Figur ergeben. Das heifit ja nichts. — Sondern ich staune
nur, wenn ich denke, ich hétte das obere Parallelogramm ah-

nungslos auf das untere gestellt und sdhe nun dieses Ergebnis.

Und man konnte sagen: der Beweis hat mich von dem iiber-

zeugt — was mich tiberrascht.

Denn warum sage ich, jene Figur iiberzeugt mich von etwas

und nicht geradeso auch diese:

ol

Sie zeigt doch auch, dafs zwei solche Stiicke ein Rechteck geben.

“Aber das ist uninteressant”, will man sagen. Und warum ist es

uninteressant?
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Wenn man sagt: “Diese Form besteht aus diesen Formen” — so
denkt man sich die Form als eine feine Zeichnung, ein feines
Gestell von dieser Form, auf das gleichsam die Dinge gespannt
sind, die diese Form haben. (Vergleiche: Platos Auffassung der

Eigenschaft als Ingredientien eines Dings.)

Hiermit ist in Zusammenhang, daf3 ich oben schrieb: - - - -. daf§
eine Gruppe wesentlich aus - - *. besteht”. Wann besteht denn
eine Gruppe ‘wesentlich aus - - - -.? Das hdngt nattirlich von der

Art der Verwendung der Bezeichnung ab, die ich der Gruppe
gebe. — Meine Hand hat zwar 5 Finger, aber ich hétte nicht
gesagt: die Finger meiner Hand bestehen aus 3 und 2. Nun,
wesentlich ist es, ‘wenn es nicht anders sein kann’; und es kann
nicht anders sein, wenn die Gruppe mit ihrer Teilung als
Paradigma dienen soll. Der wesentliche Zug ist ein Zug der Dar-

stellungsart.
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“Diese Form besteht aus diesen Formen. Du hast mir eine we-
sentliche Eigenschaft dieser Form gezeigt.” — Du hast mir ein
neues Bild gezeigt. Es ist, als hitte Gott sie so zusammengesetzt.
— — Wir bedienen uns also eines Gleichnisses. Die Form wird zum
dtherischen Wesen, welches diese Form hat; es ist, als wére sie
ein fiir allemal so zusammengesetzt worden (von dem, der die
wesentlichen Eigenschaften in die Dinge gelegt hat). Denn,
wird die Form zum Ding, das aus Teilen besteht, so ist der
Werkmeister der Form der, der auch Licht und Dunkelheit, Far-
be und Harte, etc., gemacht hat. (Denke, jemand fragte: “Die
Form ----. ist aus diesen Teilen zusammengesetzt; wer hat sie
zusammengesetzt? Du?) Man hat das Wort “Sein” fiir eine sub-
limierte, dtherische Art Existieren gebraucht. Betrachte nun den
Satz: “Rot ist” (z.B.). Freilich, niemand gebraucht ihn je. Wenn
ich mir aber doch einen Gebrauch fiir ihn erfinden sollte, so
widre es: als einleitende Formel zu Aussagen, die dann vom
Wort “rot” Gebrauch machen sollen. Beim Aussprechen der
Formel blicke ich auf ein Muster der Farbe Rot. Einen Satz, wie
“Rot ist.” ist man versucht auszusprechen, wenn man die Farbe
mit Aufmerksamkeit betrachtet: also in der gleichen Situation in
welcher man die Existenz eines Ding’s feststellt (eines blattdhn-
lichen Insekts z.B.). Und ich will sagen: wenn man den Aus-
druck gebraucht, “der Beweis hat mich gelehrt — hat mich da-
von {liberzeugt — daf es sich so verhilt”, ist man noch immer in

jenem Gleichnis.

Ich hétte auch sagen konnen: Wesentlich ist nie die Eigenschaft

des Gegenstandes, sondern das Merkmal des Begriffes.
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“War die Gestalt der Gruppe dieselbe, so mufi sie dieselben
Aspekte, Moglichkeiten der Teilung, haben. Hat sie andere, so
ist es nicht die gleiche Gestalt; sie hat Dir dann vielleicht
irgendwie den gleichen Eindruck gemacht; aber dieselbe Gestalt
ist sie nur, wenn Du sie auf gleiche Weise zerteilen kannst.” Es
ist doch, als wiirde dies das Wesen der Gestalt aussprechen. —
Aber ich sage doch: Wer iiber das Wesen spricht —, konstatiert
blof eine Ubereinkunft. Und da méchte man doch entgegnen:
es gibt nichts Verschiedeneres, als ein Satz iiber die Tiefe des
Wesens und einer — iiber eine blofe Ubereinkunft. Wie aber,
wenn ich antworte: der Tiefe des Wesens entspricht das tiefe Be-
diirfnis nach der Ubereinkunft. Wenn ich also sage: “es ist, als
sprache dieser Satz das Wesen der Gestalt aus” — so meine ich:
es ist doch, als spréache dieser Satz eine Eigenschaft des Wesens
Gestalt aus! — Und man kann sagen: Das Wesen, von dem er
eine Eigenschaft aussagt, und das ich hier das Wesen ‘Gestalt’
nenne, ist das Bild, das mir mit dem Wort “Gestalt” untrennbar

verbunden scheint.

Wie lernen wir denn Schlieffen? Oder lernen wir es nicht —?
Weifs das Kind, daf8 aus der doppelten Verneinung die
Bejahung folgt? — Und wie iiberzeugt man es davon? Wohl da-
durch, dafl man ihm einen Vorgang zeigt (eine doppelte Um-
kehrung, zweimalige Drehung um 180, u. dergl.) den es nun
als Bild der Verneinung annimmt. Und man macht den Sinn
von “(x).fx” klar, indem man darauf dringt, da§ aus ihm “fa”

folgt.
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Ist ein Experiment, in welchem wir die Beschleunigung beim
freien Fall beobachten, ein physikalisches Experiment, oder ist
es ein psychologisches, das zeigt, was Menschen, unter solchen
Umstdnden, sehen? — — Kann es nicht beides sein? Hangt das
nicht von seiner Umgebung ab: von dem, was wir damit ma-
chen, dariiber sagen? Koénnte man nicht sagen: ein bestimmtes

Experiment ist etwas erst im Raum einer Theorie?
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“Das ist ein tiberraschendes Resultat!” — Wenn es Dich {iber-
rascht, dann hast Du es noch nicht verstanden. Denn die Uber-
raschung ist hier nicht legitim, wie beim Ausgang eines Experi-
ments. Da — mochte ich sagen — darfst Du Dich ihrem Reiz hin-
geben; aber nicht, wenn sie Dir am Ende einer Schlufikette zu-
teil wird. Denn da ist sie nur ein Zeichen dafiir, dafs noch Un-
klarheit, oder ein Mifdverstandnis herrscht. “Aber warum soll
ich nicht tiberrascht sein, daf$ ich dahin geleitet worden bin?” —
Denk Dir Du héttest einen langen algebraischen Ausdruck vor
Dir; es sieht zuerst aus, als liefle er sich nicht wesentlich
kiirzen; dann aber siehst Du eine Moglichkeit der Kiirzung und
nun geht sie weiter, bis der Ausdruck zu einer kompakten
Form zusammenschrumpft. Kénnen wir hier nicht {iber dies
Resultat {iberrascht sein? (Beim Patience-Legen geschieht dhn-
liches.) Gewifs, und es ist eine angenehme Uberraschung; und
sie ist von psychologischem Interesse, denn sie zeigt ein Phiano-
men des Nicht-Uberblickens und der Anderung des Aspekts
eines gesehenen Komplexes. Es ist interessant, dafs man es die-
sem Komplex nicht immer ansieht, daf’ er sich so kiirzen lafst;
ist aber der Weg der Kiirzung iibersichtlich vor unsern Augen,
so verschwindet die Uberraschung. Wenn man sagt, man sei
eben tiberrascht, dafd man dahin gefiihrt worden sei, so ist dies
keine ganz richtige Darstellung des Sachverhalts. Denn diese
Uberraschung hat man doch nur dann, wenn man den Weg
noch nicht kennt. Nicht, wenn man ihn ganz vor sich sieht. Daf3
dieser Weg, den ich ganz vor mir habe, da anfdngt, wo er an-
fangt, und da aufhort, wo er aufhort, das ist keine Uberra-
schung. Die Uberraschung und das Interesse kommen dann so-

zusagen von aufien. Ich meine — man kann sagen: “Diese ma-
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thematische Untersuchung hat grofies psychologisches Interes-

se”, oder “grofies physikalisches Interesse”.

Ich staune immer wieder bei dieser Wendung des Themas; ob-
wohl ich es unzdhlige Male gehort habe und es auswendig
weif3. Es ist vielleicht sein Sinn, Staunen zu erwecken. Was soll
es dann heifSen, wenn ich sage: ‘Du darfst nicht staunen!"? Den-
ke an mathematische Rétselfragen. Sie werden gestellt, weil sie
tiberraschen; das ist ihr ganzer Sinn. Ich will also sagen: Du
sollst nicht glauben, es sei hier etwas verborgen, in das man
nicht Einsicht nehmen kann — — als seien wir durch einen unter-
irdischen Gang gegangen und kdmen nun irgendwo ans Licht,
ohne aber wissen zu konnen, wie wir dahin gekommen sind,
oder welches die Lage des Anfangspunkts zum Ausgang des
Tunnels ist. Wie aber konnte man denn {iberhaupt in dieser
Einbildung sein? Was gleicht in der Rechnung einer Bewegung
unter der Erde? Was konnte uns denn dieses Bild nahe legen?
Ich glaube: dafs kein Tageslicht auf diese Schritte fallt; daff wir
den Anfangs- und Endpunkt der Rechnung in einem Sinne ver-
stehen, in dem wir den iibrigen Gang der Rechnung nicht ver-
stehen. “Hier ist kein Geheimnis!” — aber wie konnten wir denn
glauben, dafs eines sei? — Nun, ich bin immer wieder den Weg
gegangen und war immer wieder {iberrascht; und auf den
Gedanken, dafs man hier etwas verstehen kann, bin ich nicht ge-
kommen. “Hier ist kein Geheimnis”, heifst also: Schau Dich

doch um!
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Ist es nicht, als sdhe man in einer Rechnung eine Art Kartenauf-
schlagen? Man hat die Karten gemischt; man weifs nicht, was
dabei vor sich ging: aber am Ende lag obenauf der Zehner, und
das bedeutet - - - -.

Unterschied zwischen dem Werfen des Loses und dem Auszih-
len vor einem Spiel. Kénnten aber nicht naive Menschen auch
im Ernstfalle statt einen Mann auszulosen sich des Auszdhlens

bedienen?

Was tut der, der uns darauf aufmerksam macht, dafd beim

Auszdhlen das Ergebnis abgekartet ist?
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Ich will sagen: “Wir haben keinen Uberblick iiber das, was wir
gemacht haben, und deshalb kommt es uns geheimnisvoll vor”.
Denn nun steht ein Resultat vor uns, und wir wissen nicht
mehr, wie wir dazu gekommen sind, aber wir sagen (wir haben
gelernt zu sagen): “also muf3 es so sein”; und wir nehmen es
hin, und staunen dartiber. Kénnten wir uns nicht denken, daf3
ein Mensch verschiedene Befehle von der Form “Du mufst jetzt
das und das tun”, einzeln auf Karten geschrieben hdtte, dafs er
die Karten dann mischt, und die, welche obenauf zu liegen
kommt, liest und sagt: Also, ich muf§ das tun! — Denn das Lesen
eines geschriebenen Befehls macht nun einmal einen bestimm-
ten Eindruck, hat eine bestimmte Wirkung. Und ebenso auch
das Anlangen bei einer Schlufifolgerung. — Man konnte aber
vielleicht den Bann eines solchen Befehls brechen, indem man
noch einmal klar vor Augen fiihrt, wie man zu diesen Worten
gelangt ist, und diesen Vorgang mit anderen vergleicht — indem
man z.B. sagt: “Es hat Dir doch niemand den Befehl gegeben!”
Und ist es nicht auch so, wenn ich sage: “Hier ist kein Geheim-
nis”? — Er hatte ja, in gewissem Sinne, nicht geglaubt, daf$ ein
Geheimnis vorliegt. Aber er war unter dem Eindruck des Ge-
heimnisses (wie der Andere unter dem Eindruck eines Befeh-
les). In einem Sinne kannte er ja die Situation, aber er verhielt
sich zu ihr (im Gefiihl und im Handeln) ‘als ldge ein andrer

Sachverhalt vor’ — wie wir sagen wiirden.

Die logischen Gesetze sind allerdings der Ausdruck von ‘Denk-
gewohnheiten’, aber auch von der Gewohnheit zu denken. D.h.,
man kann sagen, sie zeigten: wie Menschen denken und auch,

was Menschen “denken” nennen.
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Frege nennt ‘ein Gesetz des menschlichen Fiirwahrhaltens’: “Es
ist den Menschen - - -+ unmoglich, einen Gegenstand als von
ihm selbst verschieden anzuerkennen”. — Wenn ich denke, daf3
mir das unmoglich ist, so denke ich, daf$ ich versuche, es zu tun.
Ich schaue also auf meine Lampe und sage: “diese Lampe ist
verschieden von ihr selbst”. (Aber es riihrt sich nichts.) Ich
sehe nicht etwa, daf8 es falsch ist, sondern ich kann damit gar-
nichts anfangen. Aufer, wenn die Lampe im Sonnenlicht flim-
mert, dann kann ich das ganz gut durch diesen Satz ausdrii-
cken. — Man kann sich auch in eine Art Denkkrampf versetzen,
in welchem man tut, als versuchte man, das Unmogliche zu
denken und es geldnge nicht. Ahnlich, wie man auch fun kann,
als versuchte man (vergeblich) einen Gegenstand aus der Ferne
durch bloies Wollen an sich zu ziehen. (Dabei schneidet man
gewisse Gesichter, so, als wollte man dem Ding durch Mienen

zu verstehen geben, es solle herkommen.)

Wie kann man die Zeit schdtzen — da das Leben doch fern von
einer Uhr ist? — Daff uns die Zeiten tibereinstimmend mit der
Uhr einfallen, daf8 wir die Zeit schitzen konnen, ist ein Grund,

warum, was die Uhr mifdt, die Zeit, so wichtig ist.
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Denk Dir ein Material hdrter und fester als irgend ein anderes.
Aber wenn man einen Stab aus diesem Stoff aus der horizonta-
len in die vertikale Lage bringt, so zieht er sich zusammen;
oder denk Dir, er biegt sich, wenn man ihn aufrichtet und ist
dabei so hart, daff man ihn auf keine andere Weise biegen
kann. — Ein Mechanismus aus diesem Stoff, etwa eine Kurbel,
Pleuelstange und Kreuzkopf. Andere Bewegungsweise des
Kreuzkopfs. Oder: eine Stange biegt sich, wenn man ihr eine
gewisse Masse ndhert; gegen alle Krifte aber, die wir auf sie
wirken lassen, ist sie vollkommen starr. Denk Dir, die Fiih-
rungsschienen biegen sich und strecken sich wieder, wenn die
Kurbel sich ihnen nédhert und sich wieder entfernt. Ich ndhme
aber an, daf} keinerlei besondere dufsere Kraft dazu nétig ist,
dies hervorzurufen. Dieses Benehmen der Schienen wiirde wie
das eines lebenden Wesens anmuten. Wenn wir sagen: “Wenn
die Glieder des Mechanismus ganz starr wiren, wiirden sie
sich so und so bewegen”, was ist das Kriterium dafiir, dafs sie
ganz starr sind? Ist es, daf sie gewissen Kraften widerstehen?
oder, dafs sie sich so und so bewegen? Denke, ich sage: “das ist
das Bewegungsgesetz des Kreuzkopfes (die Zuordnung seiner
Lage — zur Lage der Kurbel etwa), wenn sich die Linge der
Kurbel und der Pleuelstange nicht d&ndern”. Das heifst wohl:
Wenn sich die Lagen der Kurbel und des Kreuzkopfes so zuein-
ander verhalten, dann sage ich, daf$ die Lange der Pleuelstange
gleich bleibt.
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“Wenn die Teile ganz starr wiren, wiirden sie sich so bewe-
gen”: ist das eine Hypothese? Es scheint, nein. Denn wenn wir
sagen: “die Kinematik beschreibt die Bewegungen des Mecha-
nismus unter der Voraussetzung, dafs seine Teile vollkommen
starr sind”, so geben wir einerseits zu, dafd diese Voraussetzung
in der Wirklichkeit nie zutrifft, anderseits soll es keinem
Zweifel unterliegen, dafy vollkommen starre Teile sich so bewe-
gen wiirden. Aber woher diese Sicherheit? Es handelt sich hier
wohl nicht um Sicherheit, sondern um eine Bestimmung, die
wir getroffen haben. Wir wissen nicht, dafs Kérper, wenn sie
(nach den und den Kriterien) starr wéren, sich so bewegen
wiirden; wohl aber wiirden wir (unter Umstdanden) Teile ‘starr’
nennen, die sich so bewegen — denke in so einem Fall immer
daran, dafs ja die Geometrie (oder Kinematik) keine Mefsme-
thode spezifiziert, wenn sie von gleichen Lingen oder vom
Gleichbleiben einer Linge spricht. Wenn wir also die Kinema-
tik etwa die Lehre von der Bewegung vollkommen starrer Ma-
schinenteile nennen, so liegt hierin einerseits eine Andeutung
tiber die (mathematische) Methode: wir bestimmen gewisse
Distanzen als die Langen der Maschinenteile, die sich nicht
dndern; anderseits eine Andeutung tiber die Anwendung des
Kalkiils.
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“Aber willst Du sagen, dafl der Ausdruck ‘+2” es fiir Dich zwei-
felhaft 1483t, was Du, nach 234 z.B., schreiben sollst?” — Nein; ich
sage ohne Bedenken: “236”; aber darum ist es ja tiberfliissig,
daf$ dartiber schon friiher etwas bestimmt wurde — daf$ ich kei-
nen Zweifel habe, wenn die Frage an mich herantritt, — heifst
das, dafd sie frither bereits beantwortet worden ist? Aber ich
weifs doch auch, daf3, welche Zahl immer man mir geben wird,
ich die folgende gleich mit Sicherheit werde angeben kénnen. —
Ausgenommen ist doch gewifd der Fall, daf ich sterbe, ehe ich
dazu komme, die ndchste Zahl zu nennen, und natiirlich auch
viele andere Fille. Daf3 ich aber so sicher bin, daf3 ich fortsetzen

kann, ist natiirlich sehr wichtig. —

“Eine Definition fiihrt Dich doch nur wieder einen Schritt zu-
riick, zu etwas anderem nicht Definiertem.” Was sagt uns das?
Wauflte das irgend jemand nicht? — Nein; aber konnte er es nicht

aus dem Auge verlieren?

Oder: “Wenn Du schreibst ‘1, 4,9, 16, -+ * +/, so hast Du nur vier
Zahlen angeschrieben, und vier Piinktchen” — worauf machst
Du da aufmerksam? Konnte jemand etwas anderes glauben?
Man sagt Einem in so einem Falle auch: “Damit hast Du weiter
nichts hingeschrieben als vier Zahlzeichen und noch ein fiinftes
Zeichen, die Plinktchen”. Ja, wufste er das nicht? Aber kann er
nicht doch sagen: Ja wirklich, ich habe die Piinktchen nie als ein
weiteres Zeichen in dieser Reihe aufgefafit, — das hier so aller-
dings so aussieht, wie weitere fliichtig geschriebene Ziffern,
aber auch anders geschrieben werden konnte, dafy es den Cha-

rakter eines Buchstabens oder Zahlzeichens hitte.
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Oder wie ist es, wenn man darauf aufmerksam macht, daf$ eine
Linie im Sinne Euklids eine Farbengrenze ist und nicht ein
Strich; und ein Punkt der Schnitt solcher Farbengrenzen und
kein Tupfen? (Wie oft ist gesagt worden, dafi man sich einen

Punkt nicht vorstellen kann.)

Man kann in der Einbildung leben, denken, dafs es sich so und
so verhilt, ohne es zu glauben; d.h.: wenn man gefragt wird, so
weifl man es, hat man aber nicht auf die Frage zu antworten, so
weifs man es nicht, sondern man handelt und denkt dann nach

einer andern Ansicht.

Denn eine Ausdrucksform 143t uns so und so handeln. Wenn
sie unser Denken beherrscht, so mdchten wir trotz aller Ein-
wendungen sagen: “in gewissem Sinne verhdlt es sich doch so.”
Obwohl es gerade auf den ‘gewissen Sinn’ ankommt. (Ahnlich
beinahe, wie es uns die Unehrlichkeit eines Menschen bedeutet,

wenn wir sagen: er sei kein Dieb.)

Die Sitze der Logik sind ‘Denkgesetze’, ‘weil sie das Wesen des
menschlichen Denkens zum Ausdruck bringen” — richtiger aber:
weil sie das Wesen, die Technik, des Denkens zum Ausdruck
bringen, oder zeigen. Sie zeigen, was das Denken ist, und auch

Arten des Denkens.
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Das Uberraschende kann in der Mathematik zweierlei véllig
verschiedene Rollen spielen. Man kann den Wert einer mathe-
matischen Gedankenreihe darin erblicken, daf sie etwas Uber-
raschendes zutage fordert: weil es von grofiem Interesse, von
grofler Wichtigkeit ist, zu sehen, wie ein Sachverhalt durch die
und die Art seiner Darstellung iiberraschend, oder paradox,

wird

Hievon ganz verschieden ist die gegenwirtig gepflogene Dar-
stellungsweise, der das Uberraschende, das Erstaunliche, dar-
um als Wert gilt, weil es zeige, in welche Tiefe die mathemati-
sche Untersuchung dringt; wie wir den Wert eines Teleskops
daran ermessen konnen, dafS es uns Dinge zeigt, die wir ohne
dieses Instrument nicht hétten ahnen konnen. Der Mathemati-
ker sagt gleichsam: “Siehst Du, das ist doch wichtig, das héttest
Du ohne mich nicht gewuf}t.” So als wiren durch diese Uberle-
gungen, als durch eine Art hoheren Experiments, erstaunliche,
ja die erstaunlichsten Tatsachen ans Licht gefordert worden.

Der Mathematiker ist kein Entdecker, sondern ein Erfinder.

“Ich kann doch nur folgern, was wirklich folgt!” — D.h.: was die
logische Maschine wirklich hervorbringt. Die logische Maschi-
ne, das wére ein Art Weltéther; ein alles durchdringender dthe-
rischer Mechanismus. — Und vor diesem Bild mufs man war-

nen.
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“Ich habe gemeint - - --.” heifst hier: ich habe dies in petto ge-
habt. Aber dies ist doch ein Bild. “Die Maschine hat es in sich,
sich so zu bewegen.” Der Fall wird also verglichen dem, dafs wir
etwas aus einem Behdlter holen, was dort lag. (Dieses Bild liegt
in einer Menge von Wendungen unserer Sprache, wird immer
wieder von uns ausgesprochen; kein Wunder, wenn es grofie

Gewalt tiber uns hat.)

Es singt einer eine ihm wohl bekannte Melodie; wir unterbre-
chen ihn an irgendeiner Stelle und fragen dann: “Hast du
gewufdt, wie es weiter geht; wolltest Du so fortsetzen, oder so?”
— (indem wir ihm die richtige und eine falsche Fortsetzung an-
geben) — er antwortet: “Freilich wufite ich, wie es weiter geht
und ich wollte natiirlich so fortsetzen - - - -.”. Es drangt sich uns
das Bild auf, die Fortsetzung der Melodie habe schon existiert,
und zwar in uns gleichsam hinter der Mundoffnung. Dies Bild
wird verstarkt dadurch, daf8 wir nach der Unterbrechung noch
ein Sttickchen der Melodie mit dem innern Ohr horen und es
ist, als sdhen wir noch ein Stiick der Reihe jener Tone entlang,
die bereit lagen, ans Licht zu kommen. Und dies ist wieder
ganz dhnlich dem, was beim Zihlen vor sich geht, oder beim
Anschreiben einer Reihe mit ‘Plinktchen’, die ‘u.s.w. ad inf.” be-

deuten.
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“Es ist aber doch ein entscheidender Unterschied zwischen
einem Reihenstiick, welches ein bestimmtes Ende haben soll,
und jenen Anfdngen einer Reihe, die endlos ist, ich meine, ein
wesentlicher Unterschied in unserer Auffassung von dem hinge-
schriebenen Reihenstiick. Endlos — mdchte ich sagen — ist eben
wirklich endlos. Und hier kann doch die Bedeutung nicht im
Gebrauch bestehen, denn der Gebrauch ist ja endlich, und
wenn man auf ihn schaut, so kommt man eben auf finitistische
Gedanken! Sieht man aber auf die Bedeutung, das, was wir uns
bei dem Wort denken, so sieht man, wovon hier die Mathematik
redet.” — Erstens, wenn du sagst, der Gebrauch des Wortes ist
ein endlicher, was heif3t das? Wie sieht denn ein unendlicher Ge-
brauch aus? — Also kann man wohl ‘endlich” und ‘“unendlich’
garnicht auf die Verwendung eines Wortes anwenden. — Ist nun
aber der Gebrauch, den wir von “u.s.w. ad inf.” machen, der
gleiche, wie der, den wir von “u.s.w. ad 734” machen? Offenbar
nein. Nur ist der Unterschied der Verwendung von: “u.s.w. ad
734” und “u.s.w. ad 100” nicht von der gleichen Art, wie der
zwischen der Verwendung eines dieser Zeichen und des

Zeichens “u.s.w. ad inf.”.

Wie z.B. auch die Verwendung der Befehle “zeichne ein Kreiss-
tiick vom Radius 25 cm.”, “zeichne ein Kreisstiick vom Radius
6 cm.” nicht von gleicher Art ist, wie die des Befehles: “zeichne
ein Kreisstiick vom Radius oo”. In den beiden ersten Fillen

benutzen wir einen Zirkel, im dritten ein Lineal.
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An der Verwendung des Wortes “endlos”, oder “unendlich”,
ist weiter nichts zu beanstanden, als der Geist, in dem sie ver-
wendet werden. Der hocus-pocus, der, bei aller scheinbaren
Niichternheit, in den Worten liegt, mit denen Mathematiker
ihre Kalkiile begleiten. Zeige uns statt der Bilder, die dieses

Wort und diese Sitze hervorrufen, ihre Verwendung!

Wenn man sich nun nach dem Gebrauch des Zeichens “u.s.w.
ad inf.” umschaut, so fillt einem freilich auf, dafs das Eigen-
timliche dieses Gebrauches ja nicht darin bestehen kann, dafs
er, in irgendeinem Sinne, ausgedehnter ist, als der, jener andern
Zeichen. Er unterscheidet sich eben nicht durch die ‘Linge” von

dem des begrenzten “u.s.w.”.
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Aber was fiir Eigenschaften der 100 Kugeln hast Du entfaltet,
oder gezeigt? — Nun, dafs man diese Dinge mit ihnen tun kann.
— Aber welche Dinge? Meinst Du: dafs Du sie hast so bewegen
koénnen, dafs sie nicht an der Tischfldche festgeleimt waren? —
Dies auch, aber hauptsdchlich, daff keine von ihnen ver-
schwand, dafs man sie verschieben, und der Verschiebung mit
den Augen folgen konnte, daf$ sie dabei ihre Form beibehielten.
— Aber warum hast Du den Ausdruck “entfalten” gebraucht?
Du hiéttest doch nicht gesagt, Du entfaltest die Eigenschaften
einer Eisenstange, indem Du zeigst, daf’ sie bei so und soviel
Grad schmilzt. Und nimm einen einfachern Fall: ‘entfalte die
Eigenschaften” einer Reihe von 4 Apfeln, indem Du sie erst so:
dann so: (2] legst! Kénntest Du nicht ebenso gut sagen, Du
entfaltest die FEigenschaften unseres Zahlengedachtnisses
(z.B.)? Was Du eigentlich entfaltest, ist ja wohl die Reihe der Ku-
geln. — Und Du zeigst, daf3, wenn eine Reihe so und so aus-
schaut, z.B. so und so romisch numeriert ist, daf§ sie dann auf
einfache Weise, und ohne daf eine dazu- oder wegkommt, in
jene andere einpridgsame Form gebracht werden kann. Aber
ebensogut konnte das doch ein psychologisches Experiment
sein, das zeigt, dafl Du jetzt gewisse Formen einprdgsam fin-
dest, in die 100 Flecke durch blofies Verschieben gebracht wer-
den. “Ich habe gezeigt, was sich mit 100 Kugeln machen lafit.”
Du hast gezeigt, dafs sich diese 100 Kugeln so entfalten liefSen.
Das Experiment war eines des Entfaltens (im Gegensatz z.B. zu
einem des Verbrennens). Und das psychologische Experiment
konnte z.B. zeigen, wie leicht man Dich betriigen kann; dafs Du
es ndmlich nicht merkst, wenn man Kugeln zu der Reihe dazu-,

oder wegschmuggelt. Man konnte ja auch so sagen: Ich habe
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gezeigt, was sich mit einer Reihe von 100 Flecken durch schein-
bares Verschieben machen 14f3t, — welche Figuren sich durch
scheinbares Verschieben aus ihr erzeugen lassen. — Was aber
habe ich in diesem Fall entfaltet? Es kann doch z.B. nicht gut
ein Entfalten der Eigenschaften von 100 romisch numerierten
Kugeln genannt werden, daf sie sich arabisch bis zur Zahl 100
numerieren lassen! Wie, wenn ich sagte: “Ich habe die Eigen-

schaften dieser Formation (von Leuten) entfaltet”?
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Denk Dir, man sagte: wir entfalten die Eigenschaften eines Po-
lygons indem wir je 3 Seiten durch eine Diagonale zusammen-
nehmen. Es zeigt sich dann etwa als 15-Eck. Will ich sagen: ich
habe eine Eigenschaft des 15-Ecks entfaltet? Nein. Ich will
sagen, ich habe eine Eigenschaft dieses (hier gezeichneten)
Vielecks entfaltet. Ist dies ein Experiment? Gewif. Ich wufite ja
nicht, was herauskommen wiirde, ja noch weif3 ich, ob das Glei-
che beim nichsten Versuch herauskommen wird. Ja; wie aber,
wenn ich so einen Versuch an einem Fiinfeck anstelle, das ich ja
schon tibersehen kann? — Nun, nehmen wir einen Augenblick
an, ich konnte es nicht tibersehen, was z.B. geschehen kann,
wenn es zu grof$ ist und ich zu nahe. Dann wire das Ziehen
der Diagonalen ein Mittel, um mich davon zu iiberzeugen, daf3
da ein Fiinfeck steht. Ich konnte wieder sagen, ich habe die FEi-
genschaften des Polygons, das da gezeichnet ist, entfaltet. —
Kann ich es nun tibersehen, dann kann sich doch daran nichts
andern. Es war etwa {iberfliissig, diese Eigenschaft zu entfalten,
wie es tiberfliissig ist, zwei Apfel, die vor mir liegen, zu zdhlen.
Soll ich nun sagen: “es war wieder ein Experiment, aber ich
war des Ausgangs sicher”? Aber bin ich des Ausgangs in der
Weise sicher, wie des Ausgangs der Elektrolyse einer Wasser-
menge? Nein, — sondern anders! Ergdbe die Elektrolyse der
Fliissigkeit nicht H,O so wiirde ich mich nicht fiir ndrrisch hal-
ten, oder sagen, ich wisse jetzt iiberhaupt nicht mehr, was ich
sagen soll. Denk Dir, ich sagte: “Ja, hier steht ein Quadrat —
aber schauen wir noch nach, ob es durch eine Diagonale in
zwei Dreiecke zerlegt wird!” Ich ziehe sie dann und sage: “Ja,
hier haben wir zwei Dreiecke.” Da wiirde man mich fragen:

Hast Du denn nicht gesehen, dafi es in zwei Dreiecke zerlegt
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werden kann? Bist Du erst jetzt tiberzeugt, daf$ hier ein Viereck
steht; und warum traust Du jetzt Deinen Augen mehr als frii-
her? Aber dann ist es ja auch ein Experiment, wenn ich die
Linien garnicht ziehe, sondern nur ‘mit dem Auge’ immer so
und soviele Seiten zusammennehme. Freilich, auch es so zu
priifen ist ein Experiment. — Und so ist es auch ein Experiment,
wenn ich Analoges an einem Quadrat ausfiihre ; es zeigt, daf3
ich dies (jetzt) an der Figur, die hier steht, ausfithren kann —
was immer das zeigen mag. Man konnte es ja auch “die Eigen-
schaften einer Reihe von Kugeln entfalten” nennen, wenn ich
sie einfach zdhle; und anderseits konnte man das mehrmalige
Umgruppieren einer Reihe auch “ein mehrmaliges Zdhlen auf
verschiedene Arten” nennen. Aber dann ist das Umgruppieren
der Bilder im Film auch nur ein Zdhlen der Flecke. Dann muf
es ja aber auch ein Experiment sein. Denk Dir, es wiirde im
Film gezdhlt, indem das Numerieren der Reihe nach gefilmt
wiirde; dann z&hlt hier also der Film selbst die Reihe der Flecke
— aber damit es mich tiberzeugt, mufs ich mitzdhlen, d.h., das
gefilmte Zdhlen kontrollieren; denn wenn im Film falsch ge-
zdhlt wiirde, so kdmen wir zwar dennoch zu der und der Zahl,
aber ich diirfte sie nicht als Ergebnis der Zdhlung anerkennen.
Mein Zadhlen besteht hier darin, die Reihenfolge der auftau-

chenden Ziffern zu priifen.

Aufgaben: Zahl der Tone, die innere Eigenschaft einer Melodie;
Zahl der Blitter, — dufsere Eigenschaft eines Baumes. Wie hangt

das mit der Identitdt des Begriffes zusammen?
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Was wir liefern, sind eigentlich Bemerkungen zur Naturge-
schichte des Menschen; aber nicht kuriose Beitrdge, sondern
solche Feststellungen, an denen niemand gezweifelt hat, und
die dem Bemerktwerden nur entgehen, weil sie stindig vor

unsern Augen sind.

Was zeigt uns der, der 4 Kugeln in 2 und 2 trennt, sie wieder
zusammenschiebt, wieder trennt etc.? Er pragt uns ein Gesicht

ein und eine typische Verdnderung dieses Gesichts.

Denke an die moglichen Stellungen einer Gliederpuppe. Oder
denk, Du hittest eine Kette mit, sagen wir 10 Gliedern und Du
zeigst, was fiir charakteristische (d.h. einprdgsame) Figuren
man mit ihr legen kann. Die Glieder seien numeriert; dadurch
werden sie zu einer leicht einpragbaren Struktur, auch wenn sie
in gerader Reihe liegen. Ich prdge Dir also charakteristische
Lagen und Bewegungen dieser Kette ein. Wenn ich nun sage:
“Sieh’, man kann auch das aus ihr machen” (und es vorfiihre),
zeige ich Dir da ein Experiment? — Im gewissen Sinne ja; ich
zeige z.B., da3 man sie in diese Form bringen kann; aber daran
hast Du nicht gezweifelt. Und was Dich interessiert, ist nicht
etwas, was diese individuelle Kette betrifft. — Aber ist, was ich
vorfiihre, nicht doch eine Eigenschaft dieser Kette? Gewif3; aber
ich fiithre nur solche Bewegungen, solche Umformungen, vor,
die einpragsamer Art sind; und Dich interessiert, diese Umfor-
mungen zu lernen. Es interessiert Dich aber darum, weil es so
leicht ist, sie immer wieder, an verschiedenen Gegenstdnden

vorzunehmen.
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Die Worte “Sieh, was ich aus ihr machen kann —” sind aller-
dings dieselben, die ich auch verwenden wiirde, wenn ich Dir
zeigte, was ich alles aus einem Klumpen Ton z.B. formen kann.
Hier wiirde Dich nicht so sehr interessieren, daf$ sich solche
Dinge aus diesem Klumpen formen lassen, als dafd ich etwa ge-
schickt genug bin, es zu tun. In einem andern Fall etwa: daf3
dies Material sich so behandeln laf3t. Hier wiirde man kaum sa-
gen: ich ‘mache Dich darauf aufmerksam’, daf$ ich dies machen
kann, oder dafd das Material dies aushilt, — wahrend man im
Fall der Kette sagen wiirde: ich mache Dich darauf aufmerk-
sam, daf3 sich dies mit ihr machen 1afst. — Denn Du héttest es
Dir auch vorstellen konnen. Aber Du kannst nattirlich keine Ei-
genschaft der Kette durch Vorstellen erkennen. Das Experi-
menthafte verschwindet, indem man den Vorgang blofs als

einpragsames Bild ansieht.

Man kann daher sagen: Wir entfalten die Rolle, die “100” in un-
serm Rechensystem spielt. Inwiefern kann man denn sagen: die
Rechnung analysiert das Zeichen “100”? sie setzt dem Zeichen

ja etwas hinzu.

(Ich schrieb einmal: “In der Mathematik sind Prozefs und

Resultat einander dquivalent.”)
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Und doch fiihle ich, dafi es eine Eigenschaft von “100” sei, dafs
es so erzeugt wird, oder werden kann. Aber wie kann es denn
eine Eigenschaft der Struktur “100” sein, dafs sie so erzeugt
wird, wenn sie z.B. garnicht so erzeugt wiirde? Wenn niemand
so multiplizierte? Doch nur, wenn man sagen konnte, es ist eine
Eigenschaft dieses Zeichens, Gegenstand dieser Regel zu sein.
Es ist Eigenschaft der “5”7, Gegenstand der Regel “3 + 2 = 5" zu
sein. Denn nur als Gegenstand der Regel ist die Zahl das Resul-
tat der Addition jener andern Zahlen. Wenn ich aber nun sage:
es ist Eigenschaft der Zahl - - - -, das Resultat der Addition von
-+ -.nach der Regel - ---. zu sein? Es ist also eine Eigenschaft
der Zahl, dafs sie bei der Anwendung dieser Regel auf diese
Zahlen entsteht. Die Frage ist: wiirden wir es “Anwendung der
Regel” nennen, wenn diese Zahl nicht das Resultat wéare? Und
das ist dieselbe Frage wie: “Was verstehst Du unter der ‘An-
wendung dieser Regel”: das, was Du etwa mit ihr machst (und
Du magst sie einmal so, einmal so anwenden), oder ist ‘ihre

Anwendung’ anders definiert.”

“Es ist eine Eigenschaft dieser Zahl, daff dieser Prozefs zu ihr
fiihrt.” — Aber mathematisch gesprochen fiihrt kein Prozef3 zu
ihr, sondern sie ist das Ende eines Prozesses (gehort noch zum
Prozef3).
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Ich entfalte die Rolle der “100” im Spiel. (Und es ist hier ganz
gleichgiiltig, ob ich die Ziffer “100” betrachte, oder, z.B., 100
Striche.) “Zugegeben, ich interessierte mich nicht fiir die Eigen-
schaften: dafs keine der Kugeln verschwindet, dafs man sie ver-
schieben kann, etc. — die nehme ich alle als selbstverstandlich
hin — aber ist es nicht dennoch eine Eigenschaft der Reihe, daf3
wir sie so zerlegen und zu diesen Gestalten umgruppieren
kénnen — gegeben, dafs die Kugeln jene andern Eigenschaften
haben? Denn ich konnte doch sehr wohl tiberrascht sein, zu se-
hen, dafs die 100 Kugeln ein solches Viereck bilden, etc.” —
Wohl; aber wenn ich Dir diese Umformung einmal gezeigt hat-
te, warest Du da ein zweites Mal wieder tiberrascht, daff man

sie machen kann?

Wenn Du die Eigenschaften, von denen wir oben sprachen, als
selbstverstandlich hinnimmst, hast Du auch weiter keine

Eigenschaften der Reihe demonstriert.

“Diese Reihe gibt durch derlei Umformung diese Formation.”
Liegt hier das Gewicht darauf, daf$ sie nicht eine andere Forma-
tion ergibt? — So muf$ es doch sein. Aber konstituiert dies nicht

eben die Tatsache, dafs nichts weg und nichts dazukommt?

Aber warum fiihle ich, es werde eine Eigenschaft der Reihe ent-
faltet, gezeigt? — Weil ich abwechselnd, was gezeigt wird, als
der Reihe wesentlich, und nicht wesentlich ansehe. Oder: weil
ich an diese Eigenschaften abwechselnd als externe und interne
denke. Weil ich abwechselnd etwas als selbstverstandlich

hinnehme und es bemerkenswert finde.

Es ist eine Eigenschaft der Reihe, sich so zu bewegen.
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“Du entfaltest doch die Eigenschaften der 100, indem Du
zeigst, was aus ihnen gemacht werden kann.” — Wie gemacht
werden kann? Denn, dafs das aus ihnen gemacht werden kann,
daran hat ja niemand gezweifelt, es mufS also um die Art und
Weise gehen, wie dies aus ihnen erzeugt wird. Aber sieh’ diese
an! ob sie nicht etwa das Resultat schon voraussetzt. — Denn
denke Dir, es entsteht auf diese Weise einmal dies, einmal ein an-
deres Resultat; wiirdest Du das nun hinnehmen? Wiirdest Du
nicht sagen: “Ich mufs mich geirrt haben; auf diese Art und Wei-
se mufste immer das Gleiche entstehen.” Das zeigt, daff Du das
Resultat der Umformung mitrechnest zur Art und Weise der

Umformung.

Die Hérte des logischen Mufs. Wie, wenn man sagte: das Mufs
der Kinematik ist viel hérter, als das kausale Muf3, das einen
Maschinenteil zwingt, sich so zu bewegen, wenn der andere
sich so bewegt? — Denk Dir, wir wiirden die Bewegungsweise
des ‘vollkommen starren” Mechanismus durch ein kinemato-
graphisches Bild, einen Zeichenfilm, darstellen. Wie, wenn man
sagen wiirde, dies Bild sei vollkommen hart, und damit meinte,
wir hétten dieses Bild als Darstellungsweise genommen, — was
immer die Tatsachen seien, wie immer sich die Teile des wirkli-
chen Mechanismus biegen, oder dehnen mogen. — Das wiére
dhnlich, als ddachte man sich die Lange des Meters unendlich
hart: weil sie gleichbleibe, wie immer auch die Lingen der
Dinge sich dnderten, weil sie von den Kréften, die die Dinge

ausdehnen und zusammendriicken, unbeeinfluf3t sei.
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Die Maschine (ihr Bau) als Symbol fiir ihre Wirkungsweise:
Die Maschine — konnte ich zuerst sagen — ‘scheint ihre Wir-
kungsweise schon in sich zu haben’. Was heifst das? Indem wir
die Maschine kennen, scheint alles Ubrige, namlich die Bewe-
gungen, die sie machen wird, schon ganz bestimmt zu sein.
“Wir reden so, als kdnnten sich diese Teile nur so bewegen, als
konnten sie nichts andres tun.” Wie ist es —: vergessen wir also
die Moglichkeit, dafi sie sich biegen, abbrechen, schmelzen
konnen, etc.? Ja; wir denken in vielen Féllen garnicht daran. Wir
gebrauchen eine Maschine, oder das Bild einer Maschine, als
Symbol fiir eine bestimmte Wirkungsweise. Wir teilen z.B. Ei-
nem dieses Bild mit und setzen voraus, daf8 er die Erscheinun-
gen der Bewegungen der Teile aus ihm ableitet. (So wie wir
jemand eine Zahl mitteilen konnen, indem wir sagen, sie sei die
finfundzwanzigste der Reihe: 1, 4, 9, 16 - -+ +) “Die Maschine
scheint ihre Wirkungsweise schon in sich zu haben” heifst: Du
bist geneigt, die kiinftigen Bewegungen der Maschine in ihrer
Bestimmtheit Gegenstanden zu vergleichen, die schon in einer
Lade liegen und von uns nun herausgeholt werden. So aber re-
den wir nicht, wenn es sich darum handelt, das wirkliche Ver-
halten einer Maschine vorauszusagen; da vergessen wir, im all-
gemeinen, nicht die Moglichkeiten der Deformation der Teile
etc. Wohl aber, wenn wir uns dartiber wundern, wie wir denn
die Maschine als Symbol einer Bewegungsweise verwenden
konnen — da sie sich doch auch ganz anders bewegen kann.
Nun, wir kénnten sagen, die Maschine, oder ihr Bild, stehe als
Anfang einer Bilderreihe, die wir aus diesem Bild abzuleiten
gelernt haben. Wenn wir aber bedenken, dafs sich die Maschine

auch anders hitte bewegen konnen, so erscheint es uns leicht,
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als miifite in der Maschine als Symbol ihre Bewegungsart noch
viel bestimmter enthalten sein, als in der wirklichen Maschine.
Es gentige da nicht, dafs dies die erfahrungsmaéfiig vorausbe-
stimmten Bewegungen seien, sondern sie miifsten eigentlich —
in einem mysteridsen Sinne — bereits gegenwirtig sein. Und es
ist ja wahr: die Bewegung des Maschinensymbols ist in anderer
Weise vorausbestimmt, als die einer gegebenen wirklichen Ma-

schine.

“Es ist, als konnten wir die ganze Verwendung des Wortes mit
einem Schlag erfassen.” — Wie was z.B.? — Kann man sie nicht —
in gewissem Sinne — mit einem Schlag erfassen? Und in welchem
Sinne kannst Du dies nicht? Es ist eben, als konnten wir sie in
einem noch viel direkteren Sinne mit einem Schlag erfassen.
Aber hast Du dafiir ein Vorbild? Nein. Es bietet sich uns nur
diese Ausdrucksweise an. Als das Resultat sich kreuzender Bil-

der.

Du hast kein Vorbild dieser {ibermifligen Tatsache, aber Du

wirst dazu verfiihrt, einen UberAusdruck zu gebrauchen.
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Wann denkt man denn: die Maschine habe ihre mdoglichen Be-
wegungen schon in irgend einer mysteriosen Weise in sich? —
Nun, wenn man philosophiert. Und was verleitet uns, das zu
denken? Die Art und Weise, wie wir von der Maschine reden.
Wir sagen z.B., die Maschine habe (besifle) diese Bewegungs-
moglichkeiten, wir sprechen von der ideal starren Maschine,
die sich nur so und so bewegen kdnne. — — Die Bewegungsmog-
lichkeit, was ist sie? Sie ist nicht die Bewegung; aber sie scheint
auch nicht die blofse physikalische Bedingung der Bewegung zu
sein, etwa, dafy zwischen Lager und Zapfen ein gewisser Zwi-
schenraum ist, der Zapfen nicht zu streng ins Lager pafit. Denn
dies ist zwar erfahrungsmiflic die Bedingung der Bewegung,
aber man konnte sich die Sache auch anders vorstellen. Die Be-
wegungsmoglichkeit soll mehr wie ein Schatten der Bewegung
selber sein. Aber kennst Du so einen Schatten? Und unter
Schatten verstehe ich nicht irgendein Bild der Bewegung; denn
dies Bild miifite ja nicht das Bild gerade dieser Bewegung sein.
Aber die Moglichkeit dieser Bewegung mufi die Moglichkeit
gerade dieser Bewegung sein. (Sieh’, wie hoch die Wellen der
Sprache hier gehen.) Die Wellen legen sich, so wie wir uns
fragen: wie gebrauchen wir denn, wenn wir von einer Maschi-
ne reden, das Wort “Moglichkeit der Bewegung”? — Woher ka-
men aber dann diese seltsamen Ideen? Nun, ich zeige Dir die
Moglichkeit der Bewegung etwa durch ein Bild der Bewegung;:
‘also ist die Moglichkeit etwas der Wirklichkeit Ahnliches’. Wir
sagen: “es bewegt sich noch nicht, aber es hat schon die Mog-
lichkeit sich zu bewegen”, ‘also ist die Moglichkeit etwas der
Wirklichkeit sehr Nahes’. Wir mogen zwar bezweifeln, ob die

und die physikalische Bedingung diese Bewegung moglich
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macht, aber wir diskutieren nie, ob dies die Moglichkeit dieser
oder jener Bewegung sei: “also steht die Mdoglichkeit der Bewe-
gung zur Bewegung selbst in einer einzigartigen Relation, en-
ger, als die des Bildes zu seinem Gegenstand’, denn es kann be-
zweifelt werden, ob dies das Bild dieses oder jenes Gegenstan-
des ist. Wir sagen: “die Erfahrung wird lehren, ob dies dem
Zapfen diese Bewegungsmoglichkeit gibt”, aber wir sagen
nicht: “die Erfahrung wird lehren, ob dies die Moglichkeit
dieser Bewegung ist”: “also ist es nicht Erfahrungstatsache, daf3
diese Moglichkeit die Moglichkeit gerade dieser Bewegung ist’.
Wir achten auf unsere eigene Ausdrucksweise, diese Dinge be-
treffend, verstehen sie aber nicht, sondern mifddeuten sie. Wir
sind, wenn wir philosophieren, wie Wilde, wie primitive Men-
schen, die die Ausdrucksweise zivilisierter Menschen horen, sie
mifideuten und nun die seltsamsten Schliisse aus dieser Deu-
tung ziehen. Denke Dir, es verstiinde Einer unsre Vergangen-

“"i

heitsform nicht: “er ist hier gewesen”. — — Er sagt: “’er ist’, das
ist die Gegenwart, also sagt jener Satz, dafy die Vergangenheit

in einem gewissen Sinne gegenwartig ist”.
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“Aber ich meine nicht, daf}, was ich jetzt (beim Erfassen) tue,
die kiinftige Verwendung kausal und erfahrungsgemafl be-
stimmt, sondern daf3, in einer seltsamen Weise diese Verwen-
dung selbst in irgendeinem Sinne, gegenwirtig ist.” — Aber “in
irgend einem Sinne’ ist sie es ja! (Wir sagen ja auch: “die Ereig-
nisse der vergangenen Jahre sind mir gegenwartig”.) Eigentlich
ist an dem, was Du sagst, falsch nur der Ausdruck: “in seltsa-
mer Weise”. Das Ubrige ist richtig; und seltsam erscheint der
Satz nur, wenn man sich zu ihm ein anderes Sprachspiel vor-
stellt, als das, worin wir ihn tatsdchlich verwenden. (Jemand
sagte mir, er habe sich als Kind dariiber gewundert, wie denn
der Schneider ein Kleid nihe — er dachte, dies heifst, es werde
durch blofies Nahen ein Kleid erzeugt, indem man etwa Faden

an Faden legt und aneinander néht.)

Die unverstandene Verwendung des Wortes wird als Ausdruck
eines seltsamen Vorgangs gedeutet. (Wie man sich die Zeit als
seltsames Medium, die Seele als seltsames Wesen denkt.) Die
Schwierigkeit aber entsteht hier in allen Féllen durch die

Vermischung von “ist” und “heift”.

Die Verbindung, die keine kausale, erfahrungsmaflige, sondern
eine viel strengere und hértere sein soll, ja, so fest, dafd das Eine
irgendwie schon das Andere ist, ist immer eine Verbindung in

der Grammatik.

Woher weif3 ich, dafs dies Bild meine Vorstellung von der Sonne
ist? — Ich nenne es Vorstellung von der Sonne. Ich verwende es
als Bild der Sonne.
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“Es ist, als konnten wir die ganze Verwendung des Wortes mit
einem Schlag erfassen.” — Wir sagen ja, dafs wir es tun. D.h., wir
beschreiben ja, manchmal, was geschieht , mit diesen Worten.
Aber es ist an dem, was geschieht, nichts Erstaunliches, nichts
Seltsames. Seltsam wird es, wenn wir dazu gefiihrt werden, zu
denken, dafs die kiinftige Entwickelung auf irgendeine Weise
schon im Akt des Erfassens gegenwdrtig sein mufs und doch
nicht gegenwirtig ist. - Denn wir sagen, es bestehe kein Zwei-
fel, dafd wir das Wort - - - -. verstehen und anderseits liegt seine
Bedeutung in seiner Verwendung. Es ist kein Zweifel, daf3 ich
jetzt Schach spielen will; aber das Schachspiel ist dies Spiel
durch alle seine Regeln (u.s.f.). Weifs ich also nicht, was ich
spielen wollte, ehe ich gespielt habe? Oder aber, sind alle Regeln
in meinem Akt der Intention enthalten? Ist es nun Erfahrung,
die mich lehrt, dafs auf diesen Akt der Intention fiir gewohnlich
diese Art des Spielens folgt? Kann ich also doch nicht sicher
sein, was ich zu tun beabsichtigte? Und wenn dies Unsinn ist,
welcherlei iiber-starre Verbindung besteht zwischen dem Akt
der Absicht und dem Beabsichtigten? — — Wo ist die Verbin-
dung gemacht zwischen dem Sinn der Worte “Spielen wir eine
Partie Schach!” und allen Regeln des Spiels? — Im Regelver-
zeichnis des Spiels, im Schachunterricht, in der tdglichen Praxis

des Spielens.
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Aber ist nicht gleich: gleich? Fiir die Gleichheit scheinen wir ein
unfehlbares Paradigma zu haben in der Gleichheit eines Dinges
mit sich selbst. Ich will sagen: “Hier kann es doch nicht ver-
schiedene Deutungen geben. Wenn er etwas vor sich sieht, so
sieht er auch Gleichheit.” Also sind zwei Dinge gleich, wenn sie
so sind, wie ein Ding? Und wie soll ich nun das, was mir das

eine Ding zeigt, auf den Fall der zwei anwenden?

“Ein Ding ist mit sich selbst identisch.” — Es gibt kein schoneres
Beispiel eines nutzlosen Satzes, der aber dabei mit einem Spiel
der Vorstellung verbunden ist. Es ist, als legten wir das Ding, in
der Vorstellung, in seine eigene Form hinein und sdhen, dafs es
pafst. Wir konnten auch sagen: “Jedes Ding pafst in sich selbst.”
— Oder anders: “Jedes Ding pafst in seine eigene Form hinein.”
Man schaut dabei ein Ding an und stellt sich vor, dafs der Raum
dafiir ausgespart war und es nun genau hineinpafit. ‘Pafit’ die-
ser Fleck (2] in seine weifse Umgebung? — Aber genau so wiirde es
aussehen, wenn statt seiner erst ein Loch gewesen wire und er
nun genau hineinpafite. Mit dem Ausdruck “er pafst” wird
eben nicht einfach ein solches Bild beschrieben; vergédfie man
dies aber, so konnte man leicht diesen Satz aufstellen: “Jeder

Farbfleck pafit genau in seine Umgebung.”
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Wann sagen wir denn: der Vollzylinder pafit in den Hohlzylin-
der? Da gibt es viele verschiedene Fille; aber ein wichtiger ist
der: wir stecken sie zusammen, probieren, ob sie passen. Passen
sie dann, so sagen wir, sie passen; d.h., auch dann, wenn sie
wieder getrennt sind — ndmlich unter bestimmten Bedingun-
gen. Probieren wir nun wieder, und sie passen nicht, - wann,
sollen wir sagen, haben sie zu passen aufgehort. Diese Frage
wird manchmal so beantwortet: der Zeitpunkt der Anderung
sei der einer anderen Anderung (als wir den Zylinder erhitz-
ten, da hat er aufgehort, zu passen). Wenn wir aber kein sol-
ches Kriterium fiir diesen Zeitpunkt haben; wenn wir — sozusa-
gen — garnicht wissen, was in dem Intervall zwischen den Pro-
ben mit den Dingen geschieht: passen sie nun, oder passen sie
nicht.
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Man sagt: “Es ist schwer zu wissen, ob diese Medizin wirklich
hilft, oder nicht, weil man nicht weifs, ob der Schnupfen langer
gedauert hitte, oder drger gewesen wire, wenn man sie nicht
genommen hatte.” Wenn man dafiir wirklich keinen Anhalts-
punkt hat, ist es dann blofs schwer zu wissen? Denke, ich hitte
eine Medizin erfunden; ich sage: diese Medizin, einige Monate
hindurch genommen, verldngert das Leben jedes Menschen um
einen Monat. Héitte er sie nicht genommen, SO ware er einen
Monat friither gestorben. “Man kann nicht wissen, ob es wirklich
die Medizin war; ob er nicht ohne sie ebenso lang gelebt hitte.”
— Ist diese Ausdrucksweise nicht irrefithrend? Sollte es nicht
besser heifsen: “Es heifit nichts, von dieser Medizin zu sagen,
sie verlangere das Leben; wenn eine Priifung der Behauptung
in dieser Weise ausgeschlossen wurde.” Namlich: wir haben
hier zwar einen richtigen deutschen Satz nach Analogie oft ge-
brauchter Sitze gebildet, aber Du bist Dir nicht klar iiber den
grundlegenden Unterschied in den Verwendungen dieser Sitze.
Diese zu tiberblicken, ist nicht leicht. Der Satz liegt Dir vor
Augen, aber nicht eine tibersichtliche Darstellung der Verwen-
dung. Mit “Es heifst nichts - - - -.” will ich also sagen: dies sind
Worte, die Dich irrefiihren, sie spiegeln einen Gebrauch vor,
den sie nicht haben. Sie rufen wohl auch eine Vorstellung her-
vor (der Verlingerung des Lebens, etc.), aber das Spiel mit
dem Satz ist so eingerichtet, daf$ es die wesentliche Pointe nicht
hat, die dem Spiel mit dhnlich gebauten Satzen seinen Nutzen
gibt. (Wie der ‘Wettlauf zwischen dem Hasen und dem Igel’

zwar aussieht wie ein Wettlauf, aber keiner ist.)
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Du mufst Dich fragen: was nimmt man als Kriterium dafiir, dafs
eine Medizin geholfen hat? Es gibt verschiedene Fille. In wel-
chen Fillen sagt man: “Es ist schwer zu sagen, ob sie geholfen
hat”. In welchen Fillen ist die Redeweise als sinnlos zu verwer-
fen: “Man kann natiirlich nie sicher sein, ob es die Medizin war,

die geholfen hat”.

Wann nennen wir zwei Kérper gleich schwer? Wenn wir sie ge-
wogen haben, oder nur wahrend wir sie wiagen? Wenn Wiagen
das einzige Kriterium fiir das Gewicht wére, — wann hat nun
ein Korper sein Gewicht gedndert, wenn er bei einer Wagung
mehr wiegt, als bei der vorhergehenden? Der Sprachgebrauch
konnte so sein: der Korper hat das und das Gewicht, bis er beim
Wigen ein anderes zeigt; auf die Frage: “wann hat er sein Ge-
wicht gedndert?” gibt man den Zeitpunkt dieser Wagung an. —
Oder: man sagt: “Man kann nicht wissen, wann er sein Gewicht
andert, wir wissen nur: bei der ersten Wagung hatte er dieses,
bei der zweiten jenes Gewicht.” — Oder: “Es ist sinnlos, zu
fragen, wann er sein Gewicht gedndert hat; man kann nur fra-

gen, wann sich die Gewichtsdnderung gezeigt hat”.
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“Aber der Korper hatte doch zu jeder Zeit irgend ein Gewicht,
also war doch die Antwort die richtige: wir wiifiten nicht, wann
er es gedndert habe.” — Und wie, wenn wir sagten, ein Korper
habe gar kein Gewicht, aufier dann, wenn es sich irgendwie
zeigt, oder, er habe kein bestimmtes Gewicht, aufser, wenn es ge-
messen wird? Konnten wir nicht auch dieses Spiel spielen?
Denke, wir verkaufen ein Material ‘nach dem Gewicht’ und das
Herkommen ist so: Wir wédgen das Material alle fiinf Minuten
und berechnen dann den Preis nach dem Resultat der letzten
Wiégung. Oder ein anderes Herkommen: Wir berechnen den
Preis auf diese Weise nur, wenn das Gewicht bei der Wagung
nach dem Kauf das gleiche ist, hat es sich dann gedndert, so
berechnen wir den Preis nach dem arithmetischen Mittel der
beiden Gewichte. Welche Art der Preisbestimmung ist die rich-
tigere? — (Wenn sich der Preis einer Ware von gestern auf heute
gedndert hat, wann hat er sich gedndert? Wie hoch stand er um
zwolf Uhr Mitternacht, als niemand kaufte?) Resultat: Die Ver-
bindung der Ausdriicke: “der Korper hat jetzt das Gewicht

4

=+, “der Korper wiegt jetzt ungefahr ----

7”7

7, "ich weifs
nicht, wieviel er jetzt wiegt”, — mit den Ergebnissen der Wa-
gung ist keine ganz einfache, hdangt von diversen Umstdnden
ab, wir kénnen mit der Wigung, und also mit diesen Sitzen,
uns leicht verschiedene Spiele gespielt denken. Und das
Gleiche gilt von der Rolle des Wortes “passen” in unsern Sprach-

spielen.

Es ist sehr schwer, Gedankenbahnen zu beschreiben, wo schon
viel Fahrgeleise sind, ob Deine eigenen, oder andere, und nicht
in eins der ausgefahrenen Gleise zu kommen. Es ist schwer: nur

wenig von einem alten Gedankengleise abzuweichen.
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Was geht da vor, wenn Einer versucht, eine Figur mit ihrem
Spiegelbild durch Verschieben in der Ebene zur Deckung zu
bringen und es ihm nicht gelingt? Er legt sie in verschiedener
Weise aufeinander, blickt auf die Teile, die sich nicht decken, ist
unbefriedigt, sagt etwa: “es mufl doch gehen”, und legt die Fi-
guren wieder anders zusammen. Was geht vor, wenn Einer ver-
sucht ein Gewicht aufzuheben und es ihm nicht gelingt, weil
das Gewicht zu schwer ist? Er nimmt die und die Stellung ein,
fafst das Gewicht an und spannt die und die Muskeln an, dann
1463t er es los und gibt etwa Zeichen der Unbefriedigung. Worin
zeigt sich die geometrische, logische, Unmdglichkeit der ersten
Aufgabe? “Nun er hétte doch an einem Bild oder in andrer Wei-
se zeigen konnen, wie das aussieht, was er im zweiten Versuch
anstrebt.” Aber er behauptet, das auch im ersten Fall zu
konnen, indem er zwei gleiche, kongruente, Figuren mit einan-
der zur Deckung bringt. — Was sollen wir nun sagen? Dafs diese
beiden Félle eben verschieden sind? Aber so sind ja auch Bild

und Wirklichkeit im zweiten Fall.

In der Philosophie kann man eine Frage durch hundert andere

beantworten.

Erfahrung lehrt mich freilich, wie die Rechnung ausgeht; aber

damit erkenne ich sie noch nicht an.
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Die Erfahrung hat mich gelehrt, dafs das diesmal herausgekom-
men ist, daf$ es fiir gewohnlich herauskommt; aber sagt das der
Satz der Mathematik? Die Erfahrung hat mich gelehrt, dafs ich
diesen Weg gegangen bin. Aber ist das die mathematische Aus-
sage? — Was sagt er aber? In welchem Verhiltnis steht er zu
diesen Erfahrungssdtzen? Der mathematische Satz hat die
Wiirde einer Regel. Das ist wahr daran, dafs Mathematik Logik
ist: sie bewegt sich in den Regeln unsrer Sprache. Und das gibt
ihr ihre besondere Festigkeit, ihre abgesonderte und

unangreifbare Stellung.

Aber wie —, dreht sie sich in diesen Regeln hin und her? — Sie
schafft immer neue und neue Regeln: baut immer neue Ver-

kehrsstrafien; indem sie die alten verldngert.

Was ist Mathematik? — Nun, was in den Mathematikbiichern
steht.

Aber bedarf sie denn dazu nicht einer Sanktion? Kann sie das
Netz denn beliebig weiterfithren? Nun, ich kénnte ja sagen: der
Mathematiker erfindet immer neue Darstellungsformen. Die
einen, angeregt durch praktische Bediirfnisse, andre aus &sthe-
tischen Bediirfnissen, und noch mancherlei anderen. Und den-
ke Dir hier einen Gartenarchitekt, der Wege fiir eine Gartenan-
lage entwirft; es kann wohl geschehen, dafs er sie blof3 als orna-
mentale Bander auf dem Reifsbrett zieht und garnicht daran

denkt, daf$ jemand je auf ihnen gehn wird.
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Erfahrung lehrt, dafs beim Auszdhlen, wenn wir die Finger ei-
ner Hand brauchen, oder irgend eine Gruppe von Dingen, die
so ausschaut, und an ihnen abzihlen: Ich, Du, Ich Du, etc.,
das letzte Wort das gleiche ist, wie das erste. “Aber muf§ es denn
nicht so sein?” — — Ist es denn so unvorstellbar, dafd Einer die
Gruppe, (2] (z.B.) als Gruppe (@ sieht, in der die beiden Mittel-
striche verschmolzen sind und dementsprechend den Mittel-

strich zweimal z&hlt. (Ja, das Gewohnliche ist es nicht. —)

Wie aber ist es, wenn ich Einen erst darauf aufmerksam mache,
dafs das Ergebnis des Auszdhlens durch den Anfang vorausbe-
stimmt ist, und er es nun versteht und sagt: “Ja freilich, — es
muf ja so sein!” Was ist das fiir eine Erkenntnis? — Er hat sich

etwa das Schema aufgezeichnet:

Und sein Raisonnement wire etwa: “Es ist doch so, wenn ich

7

auszidhle. — Alsomuf3 - - - -.

Denk Dir diese seltsame Mdoglichkeit: Wir hdtten uns bisher
immer in der Multiplikation 12 x 12 verrechnet. Ja, es ist unbe-
greiflich, wie das geschehen konnte, aber es ist geschehen. Also
ist alles falsch, was man so ausgerechnet hat! — — Aber was
macht das? Es macht ja garnichts! — Dann mufd also etwas
falsch sein in unsrer Idee von Wahrheit und Falschheit der

mathematischen Satze.
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Wir sagen: “es pafst, ich habe es probiert”, nicht nur: “es hat ge-
pafit, ich habe es probiert”. Und ebenso: “er wiegt 50 kg, ich
habe ihn gewogen”, “er ist 1 m lang, ich habe ihn gemessen”,
und auch: “ich kann es, ich habe es probiert.” Wir sagen: “der

Schuh pafit”, auch wenn wir ihn nicht anhaben.

Was fiir einen Sinn hétte es, anzunehmen, dafd ein Stiick Stahl,
wann immer man seine Festigkeit gerade nicht priift, es seine
Festigkeit verliert, oder sie sich @ndert. Das hangt mit der Idee
zusammen, daf die Kérper um uns nur solange existieren, als
sie wahrgenommen werden. Das ist wirklich: das Zifferblatt
mit dem Zeiger kuppeln; denn hier kuppelt man in der Gram-
matik die Aussage eines Tatbestandes mit der Bedingung der
Nichtkontrollierbarkeit. Man hat die Annahme dadurch zu ei-
nem leerlaufenden Rad der Sprache gemacht; und sie stort nun

den Mechanismus der Sprache jedenfalls nicht.

Hat es einen Sinn, zu fragen: “Hat dieses Stiick Eisen nur dann
diese Festigkeit, oder Elastizitdt, wenn sie gepriift wird, oder
auch sonst?” Dies ist doch eine gut deutsche Frage! Und, daf3
wir empfinden: “das heifdt ja nichts!” — weist uns darauf hin,
den eigentlichen Gebrauch des Ausdrucks, “eine Festigkeit ha-
ben” aufzusuchen, seinen Zusammenhang mit den Erfahrun-
gen, die uns die Festigkeit zeigen. (Von so einer Frage sagen

wir: ‘sie treibe das Problem auf die Spitze”.)
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Vergleiche den ‘Zustand’, diese Festigkeit zu haben, mit dem
‘Zustand’, diese Farbe zu haben. Und wieder mit dem ‘Zu-
stand’, diese Lange zu haben: a) die gesehene, b) die gemesse-
ne. — Und nun mit dem ‘Zustand’ einer bestimmten Fihigkeit:
z.B., der Fahigkeit dieser Feder diesen Druck auszuiiben; mei-
ner Fahigkeit dies Gewicht zu stemmen; meiner Fahigkeit dies

Gedicht aufzusagen; meiner Fahigkeit diese Reihe fortzusetzen.

Unter welchen Umstdnden sagt man: “x ist in diesem Zustan-
de”. D.h., wie, unter welchen Umstidnden, braucht man hier die
Gegenwart des Verbums; unter welchen, die andern Zeitfor-
men? Es gibt Umstidnde, unter denen man sagt: “ich kann es”,
wiéhrend man es nicht gerade tut. — Andere, unter denen man
in so einem Fall sagt: “ich glaube, ich kann es”. Es gibt auch Fal-
le, in welchen man nur dann sagt: “ich kann es”, wenn man es

gerade tut.

Was sind unsere Kriterien dafiir, ‘daf8 wir etwas konnen’? Daf3
wir es frither getan haben; dafi wir etwas anderes (etwa
‘Schwereres’) frither getan haben; daf8 wir es jetzt tun; daff wir
jetzt gerade etwas getan haben, was als Probe der Fahigkeit gilt.
(Sich das Gedicht leise vorsagen, als Probe dafiir, daff man es

laut aufsagen kann.)
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Man kann sich leicht eine Sprache denken, in der es keine Fra-
ge- und keine Befehlsform gibt, sondern in der Frage und Be-
fehl in der Form der Behauptung ausgedriickt wird, in Formen

7

z.B., entsprechend unserem: “Ich mochte wissen, ob - - - -.” und
“Ich wiinsche, daf$ - - - -.”. Niemand wiirde doch von einer Fra-
ge (etwa, ob es drauflen regnet) sagen, sie sei wahr oder falsch.
Es ist freilich deutsch, dies von einem Satz, “ich wiinsche zu
wissen, ob - - -.”, zu sagen. Wenn nun aber diese Form immer

statt der Frage verwendet wird? —

Die grofie Mehrzahl der Sitze, die wir aussprechen, schreiben
und lesen, sind Behauptungssitze. Und — sagst Du — diese Sét-
ze sind wahr oder falsch. Oder, wie ich auch sagen konnte, mit
ihnen wird das Spiel der Wahrheitsfunktionen gespielt.
Denn die Behauptung ist nicht etwas, was zu dem Satz hinzu-
tritt, sondern ein wesentlicher Zug des Spiels, das wir mit ihm
spielen. Etwa vergleichbar dem Charakteristikum des Schach-
spiels, daf$ es ein Gewinnen und Verlieren dabei gibt, und dafd
der gewinnt, der dem Andern den Konig nimmt. Freilich, es
konnte ein dem Schach sehr verwandtes Spiel geben, das darin
besteht, dafl man die Schachziige macht, aber ohne daf8 es da-
bei ein Gewinnen und Verlieren gibt, oder die Bedingungen des

Gewinnens sind andere.

Denke, man sagte: Ein Befehl besteht aus einem Vorschlag

(‘Annahme’) und dem Befehlen des Vorgeschlagenen.
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Konnte man nicht Arithmetik treiben, ohne auf den Gedanken
zu kommen, arithmetische Sitze auszusprechen, und ohne dafs
uns die Ahnlichkeit einer Multiplikation mit einem Satz je auf-
fiele? Aber wiirden wir nicht den Kopf schiitteln, wenn Einer
uns eine falsch gerechnete Multiplikation zeigte, wie wir es
tun, wenn er uns sagt, es regne, wenn es nicht regnet? — Doch;
und hier liegt ein Punkt der Ankniipfung. Wir machen aber
auch abwehrende Gesten, wenn ein Hund sich nicht benimmt,
wie wir es wiinschen. Wir sind gewohnt, zu sagen “2 mal 2 ist
4” und das Verbum “ist” macht dies zum Satz und stellt schein-
bar eine nahe Verwandtschaft her mit allem, was wir ‘Satz’
nennen; wihrend es sich nur um eine sehr &dufSerliche

Beziehung handelt.

Wo es bei Euklid heifst: das und das sei zu konstruieren und am
Schlufd “q.e.c.”, konnte man auch setzen: es sei zu beweisen, dafs
das die Konstruktion dieser Figur sei und am Schluf$ schreiben
“q.e.d.”, also das Resultat auf die Form des bewiesenen Satzes

bringen.

Gibt es wahre Sédtze in Russell’s System, die nicht in seinem
System zu beweisen sind? — Was nennt man denn einen wahren

Satz in Russell’s System?
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Was heifdt denn, ein Satz “ist wahr’? p ist wahr = p. (dies ist die
Antwort.) Man will also etwa fragen: unter welchen Umstan-
den behauptet man einen Satz? oder: wie wird die Behauptung
des Satzes im Sprachspiel gebraucht? Und die “Behauptung
des Satzes” ist hier entgegengesetzt dem Aussprechen des
Satzes etwa als Sprachiibung, — oder als Teil eines andern Sat-
zes, u. dergl.. Fragt man also in diesem Sinne: “Unter welchen
Umstdnden behauptet man in Russell’s Spiel einen Satz”, so ist
die Antwort: Am Ende eines seiner Beweise, oder als ‘Grund-
gesetz” (p.p.). Anders werden in diesem System Behauptungs-

sdtze in den Russell’schen Symbolen nicht verwendet.

“Kann es aber nicht wahre Sédtze geben, die in diesem Symbo-
lismus angeschrieben sind, aber in dem System Russell’s nicht
beweisbar?” — ‘Wahre Sitze’, das sind also Satze, die in einem
andern System wahr sind, d.h. in einem andern Spiel mit Recht
behauptet werden konnen. Gewifs; warum soll es keine solchen
Sétze geben; oder vielmehr: warum soll man nicht Sitze — der
Physik z.B. — in Russell’s Symbolen anschreiben? Die Frage ist
ganz analog der: Kann es wahre Sédtze in Euklids Sprache ge-
ben, die in seinem System nicht beweisbar, aber wahr sind? —
Aber es gibt ja sogar Sdtze, die in Euklid’s System beweisbar,
aber in einem andern System falsch sind. Kénnen nicht Dreiecke
— in einem andern System — &dhnlich (sehr dhnlich) sein, die
nicht gleiche Winkel haben? — “Aber das ist doch ein Witz! sie
sind ja dann nicht im selben Sinne einander ‘dhnlich’!” — Frei-
lich; und ein Satz, der nicht in Russell’s System zu beweisen ist,
ist im andern Sinne “wahr” oder “falsch”, als ein Satz der

‘Principia Mathematica’.
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Ich stelle mir vor, es fragte mich Einer um Rat; er sagt: “Ich
habe einen Satz (ich will ihn mit “P” bezeichnen) in Russell’s
Symbolen konstruiert, und den kann man durch gewisse Defi-
nitionen und Transformationen so deuten, daf er sagt: ‘P ist
nicht in Russell’s System beweisbar’. Mufs ich nun von diesem
Satz nicht sagen: einerseits er sei wahr, anderseits er sei unbe-
weisbar? Denn angenommen, er wére falsch, so ist es also wahr,
daf$ er beweisbar ist! Und das kann doch nicht sein. Und ist er
bewiesen, so ist bewiesen, daf$ er nicht beweisbar ist! So kann
er also nur wahr, aber unbeweisbar sein.” So wie wir fragen: “in
welchem System ‘beweisbar’?”, so miissen wir auch fragen: “in
welchem System ‘wahr’?”. ‘In Russell’s System wahr” heifst, wie
gesagt: in Russell’s System bewiesen; und ‘in Russell’s System
falsch” heifdt: das Gegenteil sei in Russell’s System bewiesen. —
Was heifit nun Dein: “angenommen, er sei falsch”? In Russell’s
Sinne heifit es: “angenommen das Gegenteil sei in Russell’s
System bewiesen”; ist das Deine Annahme, so wirst Du jetzt die
Deutung, er sei unbeweisbar, wohl aufgeben. Und unter dieser
Deutung verstehe ich die Ubersetzung in diesem deutschen
Satz. — Nimmst Du an, der Satz sei in Russell’s System
beweisbar, so ist er damit in Russell’s Sinne wahr und die Deu-
tung “P ist nicht beweisbar” ist wieder aufzugeben. Nimmst
Du an, der Satz sei in Russell’s Sinne wahr, so folgt das Gleiche.
Ferner: soll der Satz in einem andern als Russell’s Sinne falsch
sein: so widerspricht dem nicht, daff er in Russell’s System
bewiesen ist. (Was im Schach “verlieren” heifst, kann doch in

einem andern Spiel das Gewinnen ausmachen.)
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Was heifst es denn: “P” und “P ist unbeweisbar” seien der
gleiche Satz? Es heifst, daf3 diese zwei deutschen Sitze in der

und der Notation einen Ausdruck haben.

“Aber P kann doch nicht beweisbar sein, denn, angenommen es
wiére bewiesen, so wire der Satz bewiesen, er sei nicht beweis-
bar.” Aber wenn dies nun bewiesen wére, oder wenn ich glaub-
te — vielleicht durch Irrtum - ich hétte es bewiesen, warum
sollte ich den Beweis nicht gelten lassen und sagen, ich miisse

meine Deutung “unbeweisbar” zurtickziehen?

Nehmen wir an, ich beweise die Unbeweisbarkeit (in Russell’s
System) von P; so habe ich mit diesem Beweis P bewiesen.
Wenn nun dieser Beweis einer in Russell’s System wiére, — dann
hitte ich also zu gleicher Zeit seine Zugehorigkeit und Unzuge-
horigkeit zum Russell’schen System bewiesen. — Das kommt
davon, wenn man solche Sitze bildet. — Aber hier ist ja ein Wi-
derspruch! — Nun so ist hier ein Widerspruch. Schadet er hier

etwas?

Schadet der Widerspruch, der entsteht wenn Einer sagt: “Ich
liige. — Also liige ich nicht. — Also liige ich. Etc.” Ich meine: ist
unsere Sprache dadurch weniger brauchbar, daff man in die-
sem Fall aus einem Satz nach den gewohnlichen Regeln sein
Gegenteil und daraus wieder ihn folgern kann? — der Satz selbst
ist unbrauchbar, und ebenso dieses Schliisseziehen; aber war-
um soll man es nicht tun? — Es ist eine brotlose Kunst! — Es ist
ein Sprachspiel, das Ahnlichkeit mit dem Spiel des

Daumenfangens hat.
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Interesse erhilt so ein Widerspruch nur dadurch, dafy er Men-
schen gequilt hat und dadurch zeigt, wie aus der Sprache qua-
lende Probleme wachsen konnen; und was fiir Dinge uns

qudlen konnen.

Ein Beweis der Unbeweisbarkeit ist quasi ein geometrischer
Beweis; ein Beweis, die Geometrie der Beweise betreffend.
Ganz analog einem Beweise etwa, daf8 die und die Konstrukti-
on nicht mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar ist. Nun enthélt so
ein Beweis ein Element der Vorhersage, ein physikalisches Ele-
ment. Denn als Folge dieses Beweises sagen wir ja einem Men-
schen: “Bemiih” Dich nicht, eine Konstruktion (der Dreiteilung
des Winkels, etwa) zu finden, — man kann beweisen, daf es
nicht geht.” Das heif$t: es ist wesentlich, daf$ sich der Beweis der
Unbeweisbarkeit in dieser Weise soll anwenden lassen. Er muf3
— koénnte man sagen — fiir uns ein triftiger Grund sein, die Suche
nach einem Beweis (also einer Konstruktion der und der Art)

aufzugeben.

Ob etwas mit Recht der Satz genannt wird “X ist unbeweisbar”,
hédngt davon ab, wie wir diesen Satz beweisen. Nur der Beweis
zeigt, was als das Kriterium der Unbeweisbarkeit gilt. Der
Beweis ist ein Teil des Systems von Operationen, des Spiels,
worin der Satz gebraucht wird, und zeigt uns seinen ‘Sinn’. Der
Satz “p ist unbeweisbar” hat einen andern Sinn, nach dem — als
ehe er bewiesen ist. Ist er bewiesen, so ist er die Schlufifigur des
Unbeweisbarkeitsbeweises. — Ist er unbewiesen, so ist ja noch
nicht klar, was als Kriterium seiner Wahrheit zu gelten hat, und

sein Sinn ist — kann man sagen — noch verschleiert.
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Wie, soll ich nun annehmen, ist P bewiesen? Durch einen Un-
beweisbarkeitsbeweis? oder auf eine andere Weise? Nimm an,
durch einen Unbeweisbarkeitsbeweis. Nun, um zu sehen, was
bewiesen ist, schau auf den Beweis! Vielleicht ist hier bewiesen,
daf die und die Form des Beweises nicht zu P fiihrt. — Oder, es
sei P auf eine direkte Art bewiesen — wie ich einmal sagen will
-, dann folgt also der Satz “P ist unbeweisbar”, und es muf3
sich nun zeigen, wie diese Deutung der Symbole von P mit der
Tatsache des Beweises kollidiert und warum sie hier aufzuge-
ben sei. Angenommen aber, ~ P sei bewiesen. — Wie bewiesen?
Etwa dadurch, dafs P direkt bewiesen ist — denn daraus folgt,
dafs es beweisbar ist, also ~ P. Was soll ich nun aussagen: “P”,

“”

oder “~ P”? Warum nicht beides? Wenn mich jemand fragt:
“Was ist der Fall — P, oder nicht-P?”, so antworte ich: “~ P”
steht am Ende eines Russell’schen Beweises, Du schreibst also
im Russell’schen System: “ = P”; anderseits ist es aber eben
beweisbar und dies driickt man durch “ - ~ P” aus, dieser Satz
aber steht nicht am Ende eines Russell’schen Beweises, gehort
also nicht zum Russell’schen System. — Als die Deutung “P ist
unbeweisbar” fiir P gegeben wurde, da kannte man ja diesen
Beweis fiir P nicht und man kann also nicht sagen “P” sage: die-
ser Beweis existierte nicht. — Ist der Beweis hergestellt, so ist
damit eine neue Lage geschaffen: Und wir haben nun zu
entscheiden, ob wir dies einen Beweis (noch einen Beweis), oder
ob wir dies noch die Aussage der Unbeweisbarkeit nennen wol-
len. Angenommen ~ P sei direkt bewiesen; es ist also bewiesen,
daf3 sich P direkt beweisen ldfst! Das ist also wieder eine Frage
der Deutung — es sei denn, dafs wir nun auch einen direkten

Beweis von P haben. Wére es nun so, nun, so wére es so. — (Die
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abergldaubische Angst und Verehrung der Mathematiker vor
dem Widerspruch.)

“Aber angenommen, der Satz wire nun falsch — und daher be-
weisbar! = Warum nennst Du ihn ‘falsch’? Weil Du einen Be-
weis siehst? — Oder aus andern Griinden? Dann macht es ja
nichts. Man kann ja den Satz des Widerspruchs sehr wohl
falsch nennen, mit der Begriindung z.B., daf} wir sehr oft mit
gutem Sinn auf eine Frage antworten: “Ja, und nein.” Und
ebenso den Satz “p = p”: weil wir die Verdoppelung der
Verneinung als eine Verstirkung der Verneinung verwenden
und nicht blof3 als ihre Aufhebung.

Du sagst: “- - --.” also ist P wahr und unbeweisbar.” Das heift
wohl: “Also + P” Von mir aus — aber zu welchem Zweck
schreibst Du diese ‘Behauptung’ hin? (Das ist, als héitte jemand
aus gewissen Prinzipien iiber Naturformen und Baustil abgelei-
tet, auf den Mount Everest, wo niemand wohnen kann, gehore
ein Schlofichen im Barockstile.) Und wie kénntest Du mir die
Wahrheit der Behauptung plausibel machen, da Du sie ja zu

nichts weiter brauchen kannst als zu jenen Kunststiickchen?
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Man muf sich hier daran erinnern, dafs die Sdtze der Logik so
konstruiert sind, daff sie als Information keine Anwendung in
der Praxis haben. Man konnte also sehr wohl sagen, sie seien
garnicht Sitze; und daff man sie {iberhaupt hinschreibt, bedarf
einer Rechtfertigung. Fiigt man diesen ‘Sdtzen” nun ein weite-
res satzartiges Gebilde andrer Art hinzu, so sind wir hier schon
erst recht im Dunkeln dariiber, was dieses System von Zeichen-
kombinationen nun fiir eine Anwendung, fiir einen Sinn haben
soll, denn der blof3e Satzklang dieser Zeichenverbindungen gibt

ihnen ja eine Bedeutung noch nicht.

Konnte ich nicht sagen, zwei Worter — schreiben wir sie “non”
i“" 4

und “ne” - hitten dieselbe Bedeutung, sie seien beide

Verneinungszeichen — aber
nonnonp =p

und

nenep =nep.

— In den Wortsprachen bedeutet eine doppelte Verneinung sehr
oft eine Verneinung. — Warum nenne ich dann aber beide “Ver-
neinungen”? Was haben sie miteinander gemein? Nun, es ist
klar, daf3 ein grofier Teil ihres Gebrauchs beiden gemeinsam ist.
Das 16st aber unser Problem noch nicht. Denn wir méchten
doch sagen: Auch, dafs die doppelte Verneinung eine Bejahung
ist, mufs fiir beide stimmen, wenn wir nur die Verdoppelung
entsprechend auffassen. Aber wie? — Nun so, wie es z.B. durch

Klammern ausgedriickt werden kann.

(nene) p=nep,ne (nep) =p
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Wir denken gleich an einen analogen Fall der Geometrie: “Zwei
halbe Drehungen addiert heben einander auf”, “Zwei halbe

Drehungen addiert sind eine halbe Drehung”.

Es kommt eben darauf an, wie wir sie addieren. (Ich konnte es
ebenso wohl “sie addieren” nennen, einen Gegenstand zwei-
mal zu drehen, wie das Schema I zeigt; oder auch, ihn einmal
um 180° zu drehen und dann, gleichsam, um diese Drehung zu
bekraftigen, ihn in die erste Stellung zuriick, und noch einmal

im ersten Sinn zu drehen (II).

Hier stofSen wir auf eine merkwiirdige und charakteristische
Erscheinung in philosophischen Untersuchungen: Die Schwie-
rigkeit — konnte ich sagen — ist nicht, die Losung zu finden,
sondern, etwas als die Losung anzuerkennen, was aussieht, als
wire es erst eine Vorstufe zu ihr. “Wir haben schon alles gesagt.
— Nicht etwas, was daraus folgt, sondern eben das ist die Lo-
sung!” Das hédngt, glaube ich, damit zusammen, daf} wir fdlsch-
lich eine Erkldrung erwarten; wéahrend eine Beschreibung die
Losung der Schwierigkeit ist, wenn wir sie richtig in unsere
Betrachtung einordnen. Wenn wir bei ihr verweilen und nicht
versuchen, iiber sie hinauszukommen. Die Schwierigkeit ist

hier: Halt zu machen.
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“Das ist bereits alles, was sich dartiber sagen 1df3t.” — “non non
p” als Verneinung des verneinten Satzes auffassen, das ist etwa:
eine Erkldrung der Art “non non p = non (non p)” zu geben.
“Wenn ‘ne’ eine Verneinung ist, so muf} ‘ne ne p’, wenn es nur
richtig aufgefafit wird gleich p sein.” “Wenn man ‘ne ne p” als
Negation von p nimmt, muff man die Verdoppelung anders
auffassen.” Man mochte sagen, ““Verdoppelung’ heifit dann et-
was anderes, darum ergibt sie jetzt eine Verneinung”, also: dafs
sie jetzt eine Verneinung ergibt ist die Folge ihres anderen
Wesens. “Ich meine sie jetzt als Verstarkung”, wiirde man sa-

gen. Wir setzen statt der Meinung den Ausdruck der Meinung.

Worin mag das gelegen haben, daf3, als ich die doppelte Vernei-
nung sagte, ich sie als Verstiarkung meinte? In den Umstédnden,
unter denen ich den Ausdruck gebrauche, im Bild, das mir
etwa dabei vorschwebt, im Ton meiner Rede (so wie ich auch
im Ton die Klammern in “ne (ne p)” wiedergeben kann). Die
Verdoppelung als Verstarkung meinen, ist dann von der Art, es
als Verstarkung aussprechen. Die Verdoppelung als Aufhebung
meinen, heifit z.B. Klammern setzen (auch im gesprochenen
Ausdruck). — “Ja, aber diese Klammern selbst konnen doch ver-
schiedene Rollen spielen; denn wer sagt, dafs sie in ‘non (non
p)’ im gewdhnlichen Sinn als Klammern aufzufassen seien und
nicht irgendwie anders; etwa die erste als Trennungsstrich zwi-
schen den beiden mon’, die zweite als Schlufipunkt des Sat-
zes?” — Niemand sagt es. Und Du hast ja Deine Auffassung
wieder durch Worte ersetzt. Was die Klammern bedeuten, wird
sich in ihrem Gebrauch zeigen und, in anderm Sinn, liegt es
etwa im Aspekt (gesehenen Rhythmus) des Gesichtseindrucks

von ‘non (non-p)”.
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Soll ich nun sagen: die Bedeutung von “non” und “ne” sei et-
was verschieden? Sie seien verschiedene Abarten der Vernei-
nung? — Das wiirde niemand sagen. Denn, wiirde man einwen-
den, heifit dann “geh nicht in dieses Zimmer!” vielleicht nicht
genau dasselbe, wenn wir die Regel aufstellen “nicht nicht”
solle als Verneinung gebraucht werden und nicht als Bejahung?
— Dagegen aber mochte man einwenden: “Wenn die beiden Sat-
ze ‘ne p” und non p’ ganz dasselbe sagen, wie kann dann ‘ne
ne’ nicht dasselbe bedeuten wie ‘non non’?” Aber hier setzen
wir eben einen Symbolismus voraus, d.h., nehmen ihn zum
Vorbild, in welchem aus ‘ne p = non p’ folgt, dafd die beiden
Worter in allen Féllen gleich verwendet werden. Die Drehung
um 180° und die Verneinung sind im besonderen Fall tatsach-
lich dasselbe, und die Anwendung des Satzes ‘non non p = p’

von der Art der Anwendung einer Geometrie.

Denken wir, ich fragte: Zeigt es sich uns klar, wenn wir die
Sétze aussprechen “dieser Stab ist 1 m lang” und “hier steht 1
Soldat”, daf3 wir mit ‘1’ verschiedenes meinen, dafs ‘1" verschie-
dene Bedeutungen hat? — Es zeigt sich uns garnicht. Besonders,
wenn wir einen Satz sagen wie: “auf je 1 m steht 1 Soldat, auf 2
m 2 Soldaten u.s.w.”. Gefragt, “meinst Du dasselbe mit den
beiden Einsern”, wiirde man etwa antworten: “freilich meine
ich dasselbe: — eins!” (wobei man etwa einen Finger in die
Hohe hebt).
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Was meint man damit: ‘ne ne p’, auch wenn es nach dem
Ubereinkommen ‘ne p” bedeutet, kénnte auch als aufgehobene
Verneinung gebraucht werden? — Man mochte sagen: “‘ne’, mit
der Bedeutung, die wir ihm gegeben haben, konnte sich selbst
aufheben, wenn wir es nur richtig applizieren”. Was meint man
damit? (Die beiden halben Drehungen in der gleichen Rich-
tung konnten einander aufheben, wenn sie entsprechend
zusammengesetzt wiirden.) “Die Bewegung der Verneinung
‘ne’ kann sich selbst autheben”. Aber wo ist diese Bewegung?
Man mochte natiirlich von einer geistigen Bewegung der Ver-
neinung reden, zu deren Ausfithrung das Zeichen ‘ne” nur das

Signal gibt.

Wir kénnen uns leicht Menschen mit einer “primitiveren” Logik
denken, in der es etwas unserer Verneinung Entsprechendes
nur fiir gewisse Sdtze gibt; fiir solche etwa, die keine Vernei-
nung enthalten. In der Sprache dieser Menschen kénnte man
dann einen Satz wie “Er geht in dieses Haus” verneinen; sie
wiirden aber eine Verdoppelung der Verneinung immer nur als
Wiederholung der Verneinung, nie als ihre Aufthebung, verste-

hen.

Die Frage, ob fiir diese Menschen die Verneinung dieselbe Deu-
tung hat, wie fiir uns, wére dann analog der, ob die Ziffer 2’
fir Menschen, deren Zahlenreihe mit 5 endigt dasselbe

bedeutet wie fiir uns.
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Wer “p-=p“~Hoderaueh“p = p”) einen “notwendigen Satz der

Logik” nennt (nicht, eine Bestimmung iiber die von uns ange-
nommene Darstellungsart) der hat auch die Tendenz zu sagen,
dieser Satz gehe aus der Bedeutung der Verneinung hervor.
Wenn in einer dialektischen Redeweise die doppelte Vernei-
nung als Verneinung gebraucht wird, wie in “er hat nirgends
nichts gefunden”, so sind wir geneigt zu sagen: eigentlich heifle
das, er habe tiberall etwas gefunden. Uberlegen wir, was dieses
“eigentlich” heifdt! —

Unser Problem kénnte man sehr klar so stellen: Angenommen,
wir hitten zwei Systeme der Langenmessung; eine Lange wird
in beiden durch ein Zahlzeichen ausgedriickt, diesem folgt ein
Wort, welches das Mafssystem angibt. Das eine System bezeich-
net eine Lange als “n FufS” und Fufs ist eine Langeneinheit im
gewohnlichen Sinne; im andern System wird eine Lange mit “n
W” bezeichnet und

1Fus =1W.

Aber 2 W = 4 Fufs, 3 W = 9 Fuf$, usw. — Also heifst der Satz
“dieser Stock ist 1 W lang” dasselbe wie, “dieser Stock ist 1 Fuf3
lang”. Frage: Hat in diesen beiden Sitzen “W” und “Fufs”

dieselbe Bedeutung?
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Die Frage ist falsch gestellt. Das sieht man, wenn wir Bedeu-
tungsgleichheit durch eine Gleichung ausdriicken. Die Frage
kann dann nur lauten: “ist W = Fuf3, oder nicht?” — Die Satze,
in denen diese Zeichen stehen, verschwinden in dieser Betrach-
tung. — Ebenso wenig kann man nattirlich in dieser Terminolo-
gie fragen, ob “ist” das gleiche bedeutet wie “ist”; wohl aber, ob
“g” das gleiche bedeutet wie “ = 7. Nun, wir sagten ja: 1 Fufs =
1 W, aber Fufd # W.

Hat nun “ne” dieselbe Bedeutung wie “non”? — Kann ich “ne”
statt “non” setzen? — “Nun, an gewissen Stellen wohl, an an-
dern nicht.” — Aber danach fragte ich nicht. Meine Frage war:

kann man, ohne weitere Qualifikation “ne” statt “non

gebrauchen? — Nein.

“ne’ und non” heiflen in diesem Fall genau dasselbe.” — Und
zwar, was? — “Nun, man solle das und das nicht tun.” — Aber
damit hast Du nur gesagt, dafs in diesem Fall ne p = non p ist
und das leugnen wir nicht. Wenn Du erkldrst ne ne p = ne p,
non non p = p, so gebrauchst Du die beiden Woérter eben in
verschiedener Weise; und hélt man dann an der Auffassung
fest, dafs, was sie in gewissen Kombinationen ergeben, von
ihrer Bedeutung ‘abhingt’, der Bedeutung, die sie mit sich her-
umtragen, dann muf$ man also sagen, sie miissen verschiedene
Bedeutungen haben, wenn sie, auf gleiche Weise zusammenge-

setzt, verschiedene Resultate ergeben konnen.
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Man mochte etwa von der Funktion des Wortes in diesem Satz
reden. Aber worin besteht diese Funktion? Wie tritt sie zutage?
Denn es ist ja nichts verborgen! wir sehen ja den ganzen Satz.
Die Funktion muf sich im Laufe des Kalkiils zeigen. Man will
aber sagen: “’non’ tut dasselbe mit ‘p’, was ‘ne’ tut: es kehrt ihn
um”. Aber das sind nur andere Worte fiir: “non p = ne p” (was
nur gilt, wenn “p” nicht selbst ein verneinter Satz ist). Immer
wieder der Gedanke, dafs, was wir vom Zeichen sehen, nur
eine Auflenseite zu einem Innern ist, worin sich die eigentli-

chen Prozesse des Sinnes und der Bedeutung abspielen.

Ist es nun nicht merkwiirdig, dafl ich sage, das Wort “ist”
werde in zwei verschiedenen Bedeutungen (als ‘¢’ und * =)
gebraucht, und nicht sagen mochte, seine Bedeutung sei sein
Gebrauch als ‘¢’ und “* = ’? Man mochte sagen, diese beiden
Arten des Gebrauchs geben nicht eine Bedeutung; die Personal-

union durch das gleiche Wort sei ein unwesentlicher Zufall.

Aber wie kann ich entscheiden, welches ein wesentlicher und
welches ein unwesentlicher, zufélliger Zug der Notation ist?
Liegt denn eine Realitdt hinter der Notation, nach der sich ihre
Grammatik richtet? Denken wir an einen &dhnlichen Fall im
Spiel: Im Damespiel wird eine Dame dadurch gekennzeichnet,
dafs man zwei Spielsteine aufeinanderlegt. Wird man nun nicht
sagen, es sei fiir das Spiel unwesentlich, dafd eine Dame aus

zwei Steinen besteht?
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Sagen wir: die Bedeutung eines Steines (einer Figur) ist ihre
Rolle im Spiel. — Nun werde vor Beginn jeder Schachpartie
durch das Los entschieden, welcher der Spieler Weif3 erhalt.
Dazu halte der eine Spieler in jeder geschlossenen Hand einen
Schachkonig und der andere wihle auf gut Gliick eine der bei-
den Hande. Wird man es nun zur Rolle des Konigs im Schach-

spiel rechnen, dafs er so beim Auslosen verwendet wird?

Ich bin geneigt auch im Spiel zwischen wesentlichen und un-
wesentlichen Regeln zu unterscheiden. Das Spiel, mochte ich

sagen, hat nicht nur Regeln, sondern auch einen Witz.

Wozu das gleiche Wort? Wir machen ja im Kalkiil keinen Ge-
brauch von dieser Gleichheit! Wozu fiir Beides die gleichen
Steine? — Aber was heif3t es hier “von der Gleichheit Gebrauch
machen”? Ist es denn nicht ein Gebrauch, wenn wir eben das

gleiche Wort gebrauchen?

Hier scheint es nun, als hitte der Gebrauch des gleichen Worts,
des gleichen Steines, einen Zweck — wenn die Gleichheit nicht
zuféllig, unwesentlich, ist. Und als sei der Zweck, dafs man den
Stein wiedererkennen, und wissen kénne, wie man zu spielen
hat. Ist da von einer physikalischen oder einer logischen Mog-
lichkeit die Rede? Wenn das Letztere, so gehort eben die
Gleichheit der Steine zum Spiel.
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Das Spiel soll doch durch die Regeln bestimmt sein! Wenn also
eine Spielregel vorschreibt, dafs zum Auslosen vor der Schach-
partie die Konige zu nehmen sind, so gehort das, wesentlich,
zum Spiel. Was konnte man dagegen einwenden? Dafs man den
Witz dieser Vorschrift nicht einsdhe. Etwa, wie man auch den
Witz einer Vorschrift nicht einsdhe, jeden Stein dreimal umzu-
drehen, ehe man mit ihm zieht. Finden wir diese Regel in ei-
nem Brettspiel, so wiirden wir uns wundern und Vermutungen
tiber den Zweck zu einer Regel anstellen. (“Sollte diese Vor-

schrift verhindern, dal man ohne Uberlegung zieht?”)

“Wenn ich den Charakter des Spiels richtig verstehe”, konnte

ich sagen, “so gehort das nicht wesentlich dazu”.

Denken wir uns aber die beiden Amter in einer Person

vereinigt als ein altes Herkommen.

Man sagt: der Gebrauch des gleichen Wortes ist hier unwesent-
lich, weil die Gleichheit keine Uberginge iiberbriickt. Aber
damit beschreibt man nur den Charakter des Spiels, welches

man spielen will.

Aufgabe: Soll ich es Erfahrungstatsache nennen, dafi dieses

Gesicht durch diese Verdnderung zu jenem wird?
Ist die Eigenschaft, die ich ‘entfalte’ eine externe oder interne?
Man ‘entfaltet’, was schon in der Sache liegt.

Die Eigenschaften der Hundert entfalten heifst, durch Entfalten
von 100 Gegenstinden Merkmale des Begriffs 100 vor Augen

fithren.
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Man entfaltet eine Reihe (Formation) — — nicht physikalische
Eigenschaften der Reihe. Und man sagt, man entfalte interne
Eigenschaften der Reihe (das sind Merkmale, die den Begriff
dieser Reihe kennzeichnen), wenn man vorfiihrt, was alles Um-
formung dieser Formation durch Entfalten der Formation ge-

nannt wird.

Habe ich gezeigt, daf8 da ein Fiinfeck steht, und war es nur
tiberfliissig? Wenn das Ziehen der Diagonalen hier ein
Experiment war, war das ‘Ergebnis’ dasselbe, wie im vorigen
Fall?

Man sagt: diese Einteilung macht klar, was da fiir eine Reihe von
Kugeln steht. Macht sie klar, was fiir eine Reihe vor der
Einteilung da stand, oder macht sie klar, was fiir eine Reihe jetzt
da steht?

‘Ich sehe auf den ersten Blick, wieviele es sind.” Nun wieviele
sind es? So viele? — Nein, das ist nicht die Antwort. Es sind “50’,
oder “100’, etc.

“Die Einteilung macht mir klar, was da fiir eine Reihe steht”.
Nun, was fiir eine steht da? “Diese.” — Es muf3 natiirlich heiflen:
“Eine von 100 Kugeln”, “Eine, die durch 3 teilbar ist”, oder der-

gleichen.
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Habe ich gezeigt, dafs da ein Fiinfeck steht, und war es nur
uberfliissig? Wenn das Ziehen der Diagonalen hier ein
Experiment war, war das ‘Ergebnis’ dasselbe wie im vorigen
Fall? Oder: berechtigt mich das Ziehen der Diagonalen nun, zu
sagen: “da steht ein Fiinfeck”? — Aber kann es mich nicht dazu

berechtigen, obwohl ich dieser Berechtigung garnicht bedarf? —

Auf dieser Stiitze liegt im Sprachspiel kein Gewicht; daher tragt

sie auch nicht.

Ich entfalte doch die geometrischen Eigenschaften dieser Kette
auch, indem ich die Umformungen einer andern, gleich gebau-
ten Kette vorfithre. Aber dadurch zeige ich doch nicht, was ich
tatsdchlich mit der ersten tun kann, wenn diese sich ndmlich
tatsdchlich als unbiegbar, oder sonstwie physikalisch ungeeig-
net erweist. Also kann ich doch nicht sagen: ich entfalte die Ei-

genschaften dieser Kette.

Wie kann man denn Eigenschaften der Kette entfalten, die sie

garnicht hat.

‘Wir entfalten die Eigenheiten des hier gezogenen Vielecks.
Nehmen wir an, das Vieleck wére aus Draht gewoben, statt ge-
zeichnet; wéren wir noch geneigt, zu sagen: wir entfalten die
Eigenschaften des gebogenen Drahtes? Wir entfalten sie, soll
hier doch heifSen, wir fiihren sie vor Augen, machen deutlich,

was frither nicht zu sehen war.
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Ich messe einen Tisch und er ist 1 m lang. — Nun lege ich mei-
nen Meterstab an einen andern Meterstab. Messe ich ihn da-
durch? Finde ich, daf8 jener zweite Meterstab 1 m lang ist?
Mache ich das gleiche Experiment der Messung, nur mit dem

Unterschied, dafi ich des Ausgangs sicher bin?

Ja, wenn ich den Mafistab an den Tisch anlege, messe ich im-
mer den Tisch; kontrolliere ich nicht manchmal den Maf3stab?
Und worin liegt der Unterschied zwischen dem einen Vorgehen

und dem andern?

Ich entfalte die Eigenschaften dieses Vielecks, heifst hier, ich
zeige z.B., dafs es 15 Ecken hat. Ahnlich, als sagte ich: ich
entfalte die Lange und Breite dieses Papiers, indem ich das

Papier auseinanderfalte.
Das Entfalten ist hier eine Art Zahlen.

Das Experiment des Entfaltens einer Reihe kann uns, unter an-
derem, zeigen, aus wievielen Kugeln die Reihe besteht, oder
aber, dafd wir diese (sagen wir) 100 Kugeln so und so bewegen
konnen. Die Rechnung aber des Entfaltens zeigt uns, was wir

eine ‘Umformung durch blofses Entfalten” nennen.
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“Ich entfalte die Eigenschaften dieser Kette, ich zeige, was man
alles aus ihr machen kann.” — Was man alles durch blofSes Bie-
gen in ihren Gelenken aus ihr machen kann. Nun, ich kénnte
sagen, ich zeige nicht nur physikalische, sondern auch geome-
trische Eigenschaften der Kette. Kénnte man sagen: Die Glieder
dieser Kette sind zwar so zusammengeschweifst, daf$ man sie
nicht in diese Stellung bringen kann, aber es ist doch eine geo-
metrische Eigenschaft dieser Kette, dafs man sie in diese

Stellung bringen kann.

“Ich zeige Dir, was man alles aus dieser Kette machen kann.”
Dabei nehme ich als selbstverstandlich an, daf$ die Glieder sich
bewegen lassen, nicht brechen, sich nicht vermehren, etc. —
Zeige ich Dir nun nicht eine Eigenschaft der Kette? Aber welche
von den vielen Eigenschaften der Kette zeige ich? Ist es denn
noch eine Kette, wenn sie — aus irgend einem Grunde - steif ist

wie ein Stock?
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